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Prefacio

Este y otros dos nuestros libros editados en espafiol bajo ol titulo
«Matem4Aticas superioress abarcan todo el programa del curso:res-
pectivo que se da en los centros de-ensefianza superior para especia-
lidades de ingenieria, a excepcién de la eTeoria de las probabilidades»
v la mayor parte de los «Métodos numéricoss.

En cada capitulo se exponen primero los conceptos fundamentales
concernientes a las cuestiones de que se trata, mientras gue las
demostraciones formales de los teoremas se dan al final del capitulo
o del parrafo. Semejante estructura permite limitarse, en caso de
necesidad, a leer sélo los apartados iniciales de los capitulos o pérra-
fos.

En los capitulos «Ecuaciones de la fisica matematica» y «Series
de Fouriers para deducir algunas férmulas hemos partido lnica-
mente de las consideraciones fisicas.

Notemos, ademss, que los capitulos 6 y 7 dedicados a la teoria
de las funciones de una variable compleja y el célculo operacional
pueden leerse también antes del capitulo «Series e integrales de
Fouriers que no exige ningunas nociones de la teoria mencionada, sal-
vo conccimientos elementales de los nimeros complejos. En parti-
cular, en este capitulo mostramos, cémo pueden hallarse integrales
concretos de Fourier sin recurrir al calculo operacional.

A nuestros lectores que deseen estudiar las mateméticas de un
modo mas completo les recomendamos los libros siguientes:

V. A. Ilyin, E. G. Poznyak «Fundamentals of Mathematical
Analysis» en dos tomos, Editorial Mir, 1981;

L. D. Kudridvtsev «Andlisis mateméticos, Editorial Mir, 1984;

S. M. Nikolsky «A Course of Mathematical Anslysis» en dos
tomos, Editorial Mir, 1982.

Los autores



Capitulo 1

Ecuaciones
diferenciales ordinarias

§ 1.1. Problema que conduce
a una ecuacién diferencial

Supongamos que un cuerpo, que tiene la temperatura 6, en el instante
de tiempo £ == 0, se halla colocado en un medio cuya temaperatura
es igual a a (8, > a). Se necesita encontrar la ley seglin la cual varia
la temperatura del cuerpo en dependencia del tiempo. La tempera-
tura buscada es uwna funcién del tiempo y vamos a designarla por
0 (1.

De la fisica es noto que la velocided de enfriamiento del cuerpo
es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la
del medio ambiente. Teniendo en cuenta que la funcién @ (f) es
decreciente, en virtud de la interpretacién mecdnica de la derivada
obtenemos

8 ()
Ll = —k(0(t)—a), ()

donde % es el coeficiente de proporcionalidad.

La relacién (1) es el.modelo matematico del proceso fisico dado.
Se llama ecuacién diferencial, porque, junto con la funcién descono-
cida 0 (f), comprende también su derivada. La ecuacién diferencial
(1) puede describir asimismo otros procesos fisicos. Por ejemplo, l1a
desintegracién radiactiva también se describe por la ecuacién (1)
para a = 0.

Es fdcil adivinar la solucién de la ecuacién {(1): 8 {t) = Ce-"' - q,
donde C es una constante arbitraria. El valor de esta constante puede
hallarse de la condicién de que 0 (0) = 6,. Entonces resulta que
8y = C + a.

Aliora bien, la solucién buscada tiene [a forma

B () = (8, —a)e? 4 a

§ 1.2. Conceplos generales

Al estudiar log fenémenos fisicos no se logra, con frecuencia, haliar
directamente la ley que vincula las variables independientes y la
funcién buscada, pero se puede establecer el nexo entre esta funcion
¥ sus derivadas que se expresa por una ecuacién diferencial.

Si la funcién buscada depende de una sola variable, la ecuacién
diferenclal se denomina ordinaria. Una ecuacién diferencial ordinaria
arbitraria de orden n tiene la forma siguiente:

F{x! Yy y!l R y'“") = 0. (1)
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Aqui F es la funcién dada (conocida) de » - 2 variables que suels
satisfacer las condiciones de continuidad y derivabilidad de las
cuales ahora no vamos a hablar e y = ¥ (), o sea la funcién de z,
es la solucion de la ecuacion diferencial, es la funcién que se requiere
hallar.

Se lama solucion de una ecuacién diferencial de orden n la fun-
ci(']n ‘y (z) que tiene en cierto intervalo (a, &) las derivadas y' (z),
¥ (@), ..., ¥ (z) hasta el orden n, inclusivamente, y satisface
esta acnaclén Esto quiere decir gue se cumple la identidad respecto
a 2

Foz, y @, ¥ @ o0 ¥ (@) =0, z€(a, b

En términos generales, a cada solucion le corresponde su propio
intervalo. Desde luege, si la funcién y (), dada en el intervalo
{(a, ), es la solucién de la ecuacién diferencial (1), esta funcién
examinada en un intervalo (c, d) que pertenezca a (a, b) es asimismo
la solucién de la ecuacién (1).

En los proximos parrafos examinaremos las ecuaciones diferen-
ciales definidas por las funciones reales F y buscaremos sus solucio-
nes reales y (x). Omitiremos el término sreals como algo que se
entiende por si mismo. Méas adelante, cuande estudiemos las ecna-
ciones diferenciales lineales, necesitaremos también sus soluciones
complejas. Sin embargo, de esto se tratard posteriormente.

Asi, pues, vamos a llamar a las soluciones reales y (x), z € (e, b)
de una ecuacién diferencial ordinaria simplemente soluciones de
esta ecuacion.

La solucién de una ecuacién diferencial ordinaria de n-€simo
orden es, como se ve de su definicién, la funcién y (z). Esta funcidn
es continua en cierto intervalo (a, b) junto con sus derivadas hasta
el orden n — 1 inclusivamente y tiene, ademas, en (e, b) la derivada
™ (2) de orden n. Vamos a suponer que esta 1ltima derivada es
asimismo continua en (e, b) sin mencionar esto cada vez especial-
mertte.

Liamaremos curve infegral de una ecuacion diferencial ordinaria
de n-ésimo orden al grifico de esta ecnacién (véase a continuacién
la observacién det § 1.3).

Ademas, nos permitiremos denominar curva integral a la solu-
¢ién de una ecuacion diferencial y solucién a la curva integral.

_ Puesto que este capitulo estd dedicado sélo & ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, no surgird ninguna confusién si suprimimos alguna
que otra vez la palabra «ordinaria».

Las ecuaciones

¥y’ +2 +y=senz FN+1=0,
y" WP =0, ¥ + ky =coszx
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pueden servir de ejemplo de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
La primera de ellas es de tercer orden, la segunda y la tercera, de
segundo orden y la cuarta, de primer orden.

A propésito, notemos que directamente se ve que la segunda ecua-
cién carece por completo de soluciones reales.

Existe el término: integrar una ecuacidn diferencial. Esto quiere
decir que es necesario hallar unas u otras soluciones de la ecuacién
diferencial dada. La obtencién de la solucién de una ecuacién dife-
rencial estd siempre ligada a la necesidad de integrer las funciones
que forman parte de esta ecuacidn.

Vamos a comenzar por el estudio de la ecuacion diferencial de
primer orden

F(za i y'} = 0. (2)

Por regla general, supondremos que la funcién # (z, y, z) se
da sobre cierta regién del espacio tridimensional @ y es continua

sohre © junto con sus derivadas parciales g—j ¥y 3F En particular,

Q puede ser todo el espacio tridimensional de los puntos (z, y, z).

Recordemos que llamameos solucidn o solucién particular de la
ecuacién diferencial (2) a toda funcién real continuamente derivable
y‘6= y {z), dada en cierto intervalo (@, b}, gue satisface esta ecua-
cibén:

Flz, y(z), ¥ (2)) =0, z€(a, b), (z, y(2), ¥ (x) €Q.

Con ello cada solucién tiene, por lo general, un intervalo donde
ella se da.
Dos ecuaciones algebraicas

Fl(zlyrz)’:o' F:(‘eruz)=0 (3)

se llaman equivalentes sobre la regién Q delos puntos (z, y, 2) st

del hecho de que el punto (z, y, z) £ Q satisface una de estas ecua-

ciones se deduce que ella satisface también la otra.
Respectivamente, dos ecuaciones diferenciales

Filyy)=0, Folz, y, ¥') =

se. dicen equivalenles sobre la regién Q si son equivalentes sobre @
las ecuaciones algebraicas (3).

Ahora bien, en este caso la solucién y (z), = € (a, b), (z, ¥ (2),

y' (z)) € Q, de una de las ecuaciones diferenciales es automéiticamente
la solumén de la otra.

Ademais, las ecuaciones diferenciales equivalentes sobre la regién
£ se consideran como una misma ecuacidn.

Al transformar una ecuacién diferencial es necesario mirar que
la nueva ecuacién diferencial, obtenida después de la transformacién,
sea equivalente (jsobre la regién ©!} a la anterior. O bien, en todo
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cago, hay que ver cudles de las soluciones pueden desaparecer o surgir
después de la transformacion.

Sefialemos un problema, llamado problema de Cauchy ') para una
ecuacion diferencial de primer orden., Se enuncia asi: es necesario
hallar la soluciéon y = y (=} de la scuacién diferencial dada que satis-
face la condicién inicial

¥ (zo) = o

donde (x,, ¥,) es el punto dado del plane (z, ¥).

Desde luego, en cada caso dado el problema de Cauchy puede
tener una solucién o no tenerla,

Si el problema de Cauchy tiene una solucién, es importante . reve~ -
lar si es ésta finica 0 no. Ya ahora notemos un hecho importante que
sord demostrado en.el § 1.6: para una ecuacién diferenciel de primer
orden, en la forma resuelta respecto a y’,

—f(z, 1) (2. YEG)

el problema de Caut:hy tiene una solucién y ademés dnica para todo
punto (zq, ¥,) de la regién G del plano (z, y) si la funcién f (z, ),
dada sobre esta regidn, es continua junto con su derivada parcial -g—;.
Naturalmente, la unicidad de la solucién del problema de Cauchy
conviens entenderla en ¢l sentido de que si y (x) e ¥, (z) son sus solu-
ciones que satisfacen la misma condicién inicial (y (z,) = ¥ (x,) =
= i) ¥ se dan, respectivamente, en los intervalos (a, &) y (c, d),
entonces y (x) = y, (z) en la interseccién de estos intervalos.
eJemPLo 1. La ecuacidn diferencial elemental de primer orden
tiene la forma
¥ =1k (e<z<d), (4)

donde f (z) es la funcién continua en cierto intervale (a, b).
De la teoria de la integral indefinida se deduce que toda solucién
do esta ecuacion diferencial puede ser escrita del modo siguiente:

={1@d+c,
donde en el segundo miembro como el primer sumando estd la
integral indefinida de f (z), o sea, cierta funcién primitiva de f (z)
en (a, b):
Y@= d

¥y como segundo sumando, la constante arbitraria € (—oo << C << o0).

1) A, L. Cauchy ({789—1857), célebre matemético francés.
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De suerte, toda solucién de la ecuacién diferencial (4) estd defi-
nida por la igualdad

y=v@+C (@ <z <b), (5}

donde ¥ (z) es cierta primitiva de f (z) en (a, b) y € es la constante
arbitraria, o sea, el pardmetro de la familia de soluciones.
A cada valor del pardmetro C le corresponde cierta solucién
(particular) de la ecuacién diferencial (4) y con ello toda solucién
de esta ecuacién puede ser obtenida co-
y mo solucién particular de la familia (5)
para el valor respectivo de C.
Si derivamos la igualdad (5) respecto
a z, obtendremos la ecuacién diferencial
inicial (4). Merced a esta propiedad la
igualdad (5) que contiene la constante
arbitraria £ se llama integral general de
la ecuacién diferencial (4).
Fig. 1. El problema de Cauchy para la ecua-
ciébn diferencial (4) se resuelve, y ade-
mds del modo ftnico, a la condicién inicial y (z;) = y,, donde
{(#¢, Yo) es todo punto situado en la franja {& <<z <b, —o0 <y <<
<< ca} del plano {z, y). Para resolverlo sustituimos el punto (z,, ¥o)
en la integral general (5) y hallamos la constante C:

Yo=Y (zo) + C, C=y,— ¥ (z).
De aqui obtenemos

Y — Yo=Y (x) — ¥ (xo).

Esta es precisamente la solucién (curva integral) de nuestra ecua-
cién diferencial (4), solucidon que pasa por el punto {z,, y,) (fig. 1).
RIEMPLO 2.  Examinemos la ecuacién diferencial

Y =ky (—o0 <<z, y << ), (6)
donde k% es la constante dada.
Es fcil comprobar que la funcién

y=CM = Cexp (kr) (—oo <z < o00) @

para todo valor del pardmetro C es la solucién de la ecuacién dife-
rencial (6). Ahora no vamos a explicar cémo se puede llegar l6gica-
mente & esta familia de soluciones dependiente de la constante arbi-
traria C (véase a continuacién el § 1.3),

Derivemos la igualdad (7) respecto a a:

y' = Ckexp (kz) (—o0 <<z << o). (8)



§ 1.2, Conceptos generales i5

Ahora excluyamos el parédmetro C de ambas igualdades (7) y (8),
o sea, hallemos C de una de ellas y sustituydmosla en la otra. Volve-
mos & obtener, evidentemente, la ecuacion diferencial inicial (6).
En virtud de esta propiedad la igualdad (7) se llama integral
general de la ecuaci6n diferencial (6).
" Vamos a definir la integral general de una ecuacion diferencial de
primer orden.
Supongamos gque se da la ecuacién diferencial de primer orden
Fz, 4 ¥) =0, @
; S z 4 aF _ oF
donde la funcién F {(zx, y, z) y sus derivadas parciales 3 ¥ 5 %o
continuas sobre la regién Q. de los puntos (z, y, 2) del espacio tri-
dimensional.
Se denomina integral general de la ecuacién diferencial (2) la
igualdad

@ {xs Y, C) =0, {9}

donde la funcién @ (z, y, z) es continuamente derivable sobre cierta
region de los puntos (z, y, z) y posee la propiedad siguiente: si se
deriva la igualdad (9) respecto a x, suponiendo formalmente que
y =y =)
ap . 4D,
?'{'—a;‘y =0, (10)
y se excluye C de las ecuaciones (3) y (10), obtendremos una ecuacién
diferencial equivalente a la ecuacién (2).
La ecunacion (2} se llama, ademés, ecuacién diferencial de una
familia de funciones (9) dependientes de! parimetro C.
EJEMPLO 3. Examinemos Ja familia de funciones

y={zx—C)P (—oo <z <o) (11)

dependientes del pardmetro arbitrario C.
Derivemos la ecuacién (11) respecto a z:

Y =3 —C) (—w <z <) (12)
y elevemos al cubo la igualdad obtenida:
(') =27 (z — C)". (13)

Es ficil ver que hemos obtenido una ecuacién diferencial squivalente
a la ecuacién (12). Pero entonces de (11) y (13) se deduce la ecuacién
diferencial

¥ — 2Ty = 0. (14)

Es fécil comprobar que toda funcién (11) satisface esta ecuacitn.
Ademads, este hecho ya se deduce de lo que la ecuacién diferencial (14)
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as{&il:a)resultado de exclusién del pardmetro C en las igualdades (11)
y .

‘Hemos demostrado que la igualdad (11) que contiene el para-
1(1112“0 arbitrario C es la integral general de la ecuacién diferencial

).

A continuacién estudiaremos algunos tipos de ecuaciones dife-
renciales de primer orden e indicaremos los métodos de su resolucién
que conducen a las familias de soluciones dependientes de un solo
pardmetro C. Por lo comin estas familias serdn precisamente las
integrales generales de las ecuaciopes diferenciales respectivas.

Surge la pregunta: jcontiene o no la integral general de la ecua-
cidn diferencial dada de primer orden todas las soluciones de esta
ecuacién para todos valores del pardmetro C? Hablando en general,
esto no es asi. Sin embargo, esto tiene lugar a ciencia cierta si la
integral general de una ecuacién diferencial de primer orden puede
escribirse en la forma resuelta respecto a €

Yz, y=C (15)

¥y en este caso el primer miembro de la ecuacién (15} es una funcién
derivable continuamente. Es totalmente justo el teorema siguiente,
TEOREMA {. Supongamos que se da la ecuacidn diferencial

Flz,y, 9) =0, (z, v. ¥)€Q, 29
donde la funcidn F (z, y, z) junto con sus derivadas parciales g{, %xf
es continua sobre la regidn Q del espacio (z, y, z) y supongamos que
la igualdad (15) es su integral general, donde ¥ (z, y) es una funcion

continuamente derivable sobre clerta regidn del plano (z, y).
Entonces, si

y=y), @y v @)eQ,

es la solucién de la ecuacidn (15), solucidn continuamente derivable
en un Intervalo (a, b) para cierto valor de C, entonces ella es, por obli-
gacidn, la solucidn de la ecuacién diferencial (2') y, al contrario, toda
solucién de la ecuacidn diferencial (2') satisface la ecuacién (15) en el
intervalo donde estd dada para cierta constante C
DEMOSTRACION. Supongamos que y = y (z), z € (e, ) es la solu-
cién continuamente derivable de la ecuacién (15} para una constante
Ca:
Yz, y (@) =Co z€(a, ).

Derivemos esta identidad respecto a z:

@@+ S @ @)Y (@ =0, zc,b).  (16)



§ 1.2. Conceptos generales 17

Esto muestra que la funcién y (z) es la solucién de la ecuacidn
diferencial

Z—ftx. y)+% (@, ) y'=0 (17)

¥, por consiguiente, también la solucién de la ecuacién diferencial
(2") que es equivalente sobre la regién Q a la ecuacién (17) (seglin
la definicién de la integral general). '

Al contrario, supongamos que y (z), ¢ <<z < b, es la solucién
de la ecuacién diferencial (2) y, por consiguiente, también la solu-
cién de la ecuacién (17), o sea, supongamos que se cumple la iden-
tidad (16) la cual se puede escribir asi:

LW (r, y@)=0, w¢(a, b).

Integrindola entre los limiles z, y z, donde z,, = € (a, b), obte-
nemos

O { 2 ¥ (2, y(@)de="¥(, y@)— ¥ (@, y(z) =

=¥(z, y (@) —Co (Co="Y (x5, y(x;))),
o sea, la funcién y (z) satisface en el intervalo (g, b) la ecuacién
lP (I. y) = Co-

Observacién para el ejemplo 2. La integral general de la ecuacién
diferencial

¥ =ky (—o0 <y <o) (6"
en la forma resuclta respecto a € (véase (7)) tiene el aspeclo
ye* = C (~o00 <z, y < ). 18)

Como el primer miembro de esta ecuacion tiene las derivadas
parciales continuas sobre todo el plano (z, y), entonces, sobre la base
del teorema 1, la integral general (18) contiene para diversas constan-
tes C todas las soluciones de la ecuacién diferencial (6).

Para resolver sl problema de Cauchy en cuanto a la ecuacién
diferencial (6°) cuando la condicién inicial y (z,) = y,, sustituimos
(To» Yo} en (18) ¥ hallamos € =

Yoot = C,.
La solucién del problema de Cauchy tiene la forma

yeR= = yoe-hxo
o bien

¥ o= ytT) (oo <<z < o0).

2~180



18 Cap. 1. Ecunciones diferenciales ordinarias

Observacién para el ejemplo 3. En este ejemplo la ecuacién dife-
rencial puede escribirse en la forma

Flz, y, ¥') =0, (19)
donde la funcion
oz, y, ¥)=y*—27

es continuamente derivable en todo el espacio (z, ¥, z) el cual vamos

a designar por Q.
Ya sabemos que la integral general de esta ecuacién tiene la

forma

Y= (z—CP (=00 <z < ). (11)
Si la ecuacién (11) se rosuelve respecto a C, obtenemos
L 4 (-t: y} =, ¥ (xi .’P') S ylﬁi‘ (113)

La derivada parcial de la funcién W respecto a ¥ no existe sobre el
eje y = 0, por eso la condicién del teorema 1 no se cumple. Sin

L4

Fig. 2.

-

=

embargo, en este caso no se puede garantizar que toda solucién de la
ecunciécr'l diferencial (19) forme parte de su integral general para
cierta C.

La fig. 2 muestra una familia de parébolas ctbicas (11) para dife-
rentes valores de C. Cada una de estas parabolas es la curva integral
de la ecuacién diferencial (19). No obstante, existen, adem4s, otras
curvas integrales, por sjemplo, la curva representada en la fig. 2

con linea gruesa:
(r—a), z<a.
y(x}={ 0, a<<z<f,

(@—p®  p<a.
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Asi pues, la ecuacién diferencial (19) tiene la integral general
(41) definida sobre todo el plano (z, y), pero esta integral no con-
tiene todas las soluciones de esta ecuacion para diversos valores de C.
Hay un conjunto infinito de soluciones correspondientes a los pares
de nimeros (x, B), donde @ <P, que no se obtienen de la familia
{11) para cierto valor de C.

Sin embargo, si la ecuacién diferencial (19) se examina para los
valores positivos de ¥ (y > 0), o sea, se supone que la funcién
F (z, y, 2) se da en el semiespacio ¥ = 0 que designemos por Q..,
entonces la integral general

¥ yy=z—y=_C,
—oo < C < oo, —o0 <z <Coo, 0 <y <o,

se define por la funcién ¥ (z, y¥) que es continuamente derivable en
el semiespacio Q.. Por eso en el caso dado es aplicable el teorema 1

Yy
Ey=yfx)
My L

A

7] x Tz

Fig. 3. Fig. 4.
¥y la intagral_genar'al contiene, para diferentes C, todas las soluciones
de la ecuacién diferencial que pertenecen al semiplano superior
{—oe <<z oo, 0 <y <o)
Semejante fenémeno tiene lugar asimismo para la regién €_
de los puntos (z, y, z), donde y < 0.

Sefialemos que la ecuacién diferencial en la forma resuelta res-
pecto & la derivada

12{- =f(z, y) 20)

establece una ligazén evidente entre las coordenadas del punto

M = (z, y)y la pendiente de la tangente gﬁ- a la curva integral en
este punto (fig. 3):

tga=2L =f(z, y).

2
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Si la funeién f (z, y) estd definida sobre cierta regién Q del plano,
a cada punto M € 2 le corresponde cierta direccién cuya pendiente
es igual a f (z, y). Indicando esta direccién por el vector upitario
que pasa por el punto M, obtenemos sobre la regién Q2 el campo de
dtrecciones (fig. 4).

Las curvas integrales de la ecuacién (20) son las curvas para las
cuales las direcciones mencionadas son las direcciones de las tangen-
tes. Resolver una ecuacién diferencial significa hallar tales curvas
que las direcciones de las tangentes a ellas en cada punto coincidan
con la direccién del campo. Naturalmente, en el caso dado las curvas
integrales pertenecen a la regifn L.

EJEMPLO 4. y' = yiz.

El segundo miembro de esta ecuacién esti definido sobre el con- .

junto Q de todos los puntos del plano (z, ¥), a excepcién de log pun-

Fig. 5.

tos del eje y. Si los puntos M = (z, y) € Q estéin sobre la recta
y == kz, entonces para ellos

tga=1l 9 =1l k) ==k (z£0),

o _sea, el campo de direcciones tiene la forma representada en la
fig. 5.
. g En este caso la direccién de la recta y = kz coincide con la direc-
?ién del campo en cada punto de esta curva y, por consiguiente,
os rayos sin el punto (0, 0), que no son paralelos al eje y y parten
del punto nulo, son las curvas integrales.

Para construir ol campo de direcciones es cémodo examinar los
lugares geométricos de los puntos en los cuales las tangentes a las

-
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curvas: integrales conservan una direccién constante. Tales lugares
geométricos de los puntos se llaman iseclinas.

ErEMPLO 8. ' =V a? -+ p% V 2* 4 y* = k es la ecuacién de la
isoclina correspondiente a determinado velor de k& (y' = k), o sea,
una circunferencia de radio k (fig. 6).

Conociendo las isoclinas de una ecuacién diferencial, es facil
dibujar un eshozo de las curvas integrales.

§ 1.3. Ecuaciones diferenciales
elementales de primer orden

Sean M (z, y) ¥y ¥ (x, y) unas funciones centinuas sobre cierta regién
Q del plano (z, y).
La expresién

M (z, y)dz + N (x, y)dy =0 ((z, y) € Q) 1)

se llama ecuacidn diferencial de primer orden.

En realidad la expresién (1) retine dos ecuaciones diferenciales
de{ ];rimer orden: respecto a la funcién y (z) y respecto a la funcién
z {y).

En el primer caso por solucién de la ecuacién (f) se entiende la
funcién y = y (z) que estd definida en cierto intervalo (a, b) (de-
pendiente de ella), tiene la derivada continua y satisface la ecua-
eién (1):

M(z, y (z))dz+ N (z, y 2)) y' (2)dz =0
(.‘f.' E (3, b)l {$| 9‘ (3)) € Q)"

Puesto que la diferencial dx de la veriable independiente z no
es igual a cero, en esta ecuacién se puede simplificar por dz y obte-
ner un valor de y (z) que satisfaga la ecuseién diferencial de primer
orden escrita en su forma habitual:

Mz, y)+N(z, ) SL=0 (=, ) €Q). 2

En lo que se refiere a las soluciones que tienen la forma y == y (z)
lus ecuaciones diferenciales (1) y (2) son equivalentes.

Razonando anélogamente, obtenemos que en cusnto a las solu-
ciones que tienen la forma z = z (y) la ecuacién diferencial (1) os
equivalente a la siguiente:

Mz, §) 52 + N (= 1)=0 (@ 1€ (3)

Vamos a estudiar més detalladamente 1a ecuacién diferencial (2)
(respecto a y).
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_ Supongamos que la funcién ¥ (z, y)es distinta de cero por doquier
sobre @ (¥ (z, y) 5= 0, V (z, y) € Q). Entonces ella, en virtud de su
continuidad sobre el conjunto conexo §2, es positiva por doquier sobre
Q o bien negativa por doquier sobre Q. En este caso la ecuacién (2)

puede escribirse en la forma resuelta respecto a :—f_:
d M (z,
D= —FEL, @myeo @)

o sea, las ecuaciones (2) y (2’) son equivalentes sobre £2. Sin embargo,
si la funcidn N (z, y) es igual a cero en ciertos puntos de £, entonces
las ecuaciones (2) y (2’) no serin equivalentes m4s que en una parte @
de la regién §, alli donde la funcién N (z, y) se distingue de cero.

Supongamos que en el punto (z,, ¥, € Q lafuncién N se anula
(N (2o, ¥o) = 0). Si en este caso M (z,, ¥,) 5= 0, entonces, evidente-
mente, ]a ecuacién (2) no tienc una solucidén que pase por este punto,
ya gue el segundo sumando del primer miembro de la ecuacién (2)
paraz = zga8 Y = Y, esigual a cero, mientras que el primer sumando,
seglin la condicién, no lo es.

Sin embargo, si a la vez con la igualdad IV (z,, o) = 0 se cumple
también la igualdad M (z,, y,) = 0, entonces por el punto (z, Yo)
puede pasar la solucién: una sola o0 varias o bien incluso un niimero
infinito de soluciones. A continuacién veremos esto de los ejemplos.

Una observacién semejante se puede hacer también respecto
a la ecuacion diferencial (3). En estos razonamientos sélo es necesario
cambiar de lugar z e y, asi como M y N.

Examinemos ademds el caso cuando ambas funciones M y N
se distinguen de cero por doquier sobre . En este caso el segundo
miembro de la ecuacién (2') es también distinte de cero por doquier
sobre Q y tiene un mismo signo. Pero entonces la solucién y (z) de la
ecuacién diferencial (2') tiene la derivada y’ (z) del mismo signo.

- Esto muestra que la soluciébn y = y (z) es estrictamente monétona

en el intervalo (a, b) donde esti dada. Pero entonces su funcién
inversa e3 continuamente derivable z = z (y} en cierto intervalo
(c,-d). Con ello

B IP i TR SO
dy —dy  _ M- T M
dx N

lo que muestra que la funcién inversa satisface la ecuacién diferen-
cial (3).

Pues, resulta que si ambas funciones M (z, y) v N (z, y)se distin-
guen de cero en todes los puntos de 2, toda solucién de la ecuacién
{1) en la forma y = y (z) tiene la funcién inversa z = z (y) que es
asimismo la solucién de esta ecuacién, pere en la forma z = z (y).
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1. Ecuaciones de variables separadas. La ecuacién (1) se llama
ecuacion diferencial de primer orden con variables separadas si

M (z, y) = ¢ (z), zE€ (a, b),
N =%l yElk d.
Tiene la forma
P () dz + 1 (y) dy = 0. (4)

Ahajb supondremos que ¢ (z) y ¥ (¥) son funciones continuas.
Vamos a admitir que y = y (z) es la solucién de la scuacién diferen-
cial (4) en el rectdngulo

[a<::<b
c<ly<dj"’

definido en cierto intervalo (x, B) < (a, b).
Entonces tiene lugar la identidad

9 (@) dr=—¢ly(@))dy (), €@, B)
de donde, integrando, obtenemos

fo@dr=—={vw@iay@+c=~fvwaytc.

Aqui las integrales Sq:(x] dr y Swp(y) dy son ciertas primi-
tivas de @ (x) v ¥ (y) escogidas por nosotros:

J‘ @ (z)dz=D(z), a<<zr<b,

fr@a=rey, c<y<q,

en la segunda igualdad se ha efectuado la sustitucién de la variable
¥ (z) = y en la integral indefinida (véase nuestro libro «Matemai-
ticas superiores. Célculo diferencial e integraly, § 5.2); la constante C
depende de la solucién y (z).

Asi, pues, toda solucién y (z) de nuestra ecuaciém diferencial
an el rectingulo indicado satisface la ecuacién

foe@azt [vmay=c
para cierta constante € o bien la ecuacién
) Q@@ +¥y) =C. (5}

El primer miembro de la igualdad (5) es la funcién F (x, y),
continuamente derivable sobre el rectingulo

A={ae<z<b ¢<y<d)
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gue tiene las propiedades

=@ =%

Si derivamos formalmente (5) respecto a z, suponiendo que ¥y = y (z),
obtenemos

P @)+ (1) 5= =0,

o sea, ]a ecuacién diferencial inicial (4).

Ahorg bien, la igualdad (5) es la integral general de la ecuacion
diferencial (4) para sus soluciones cuya forma es y == y Sz). Conforme
al teorema 1 del § 1.2, en la ecuacién (5) todas las soluciones y =
= y (z), continuamente derivables en (o, B), son, para cualesquiera
constantes C, las soluciones de la ecuacién diferencial (4) que tienen
laforma y = y () y al revés. Ademés, la afirmaci6én inversa la hemos
demostrado directamente.

Si razonamos de manera andloga, cambiando de lugar el papel de
z B y, volveremos a obtener la igualdad (5); sin embargo, ahora serd
la integral general, que contiene todas las soluciones posibles de
1orfn?4z =z (y), ¥ €y, 8 < (c, d}), de nuestra ecuacién diferen-
cia ).

Asi, pues, la igualdad (5) sera la integral general de la ecuacién
diferencial (4) tanto para las soluciones de forma y = y (x)} como para
las de forma z = z (y).

EJEMPLO 4, z2dz=ydy, A={a<<z<Td, c<<y<<d}
2d dj=C; Z-—L =C
5: :c—jy y=C; 55 =C,
o sea, la integral general,
EJEMPLO 2. e** dz = eV® dy; S ext dy — S eVidy=C,

Estas integroles no puedan expresarse en funciones elementales.
No obstante, consideramos. resuelto este problema desde el punto
de vista de la teoria de las ecuaciones diferenciales.

Ii., Ecuaciones con variables separables. 5i M (2, y) = @ (z) X
X P, ), N (z, ¥) = @q (z)¥s (), 1a ecuacién (1) se 1lama ecuacién
con variables separables:

9y () ¥ () dz + @, (%) ¥y (v) dy = 0. (6)

Para aquellas (z, y) para las cuales @, (z)-¥, (y) 7= 0 vamos & di-
vidir por este producto el primero y segundo miembros de la ecuacién
{6). Entonces obtenemos una ecuacién con variables separadas

1 (%) Pa {v) -
ol Ftamp =0
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La integral gemeral de esta ecuacién se encuentra al igual que
en el caso I. Sin embargo, pueden existir, ademés, las soluciones que
pasan por los puntos (r, ¥,) que satisfacen la ecuacién @y (zo) X

X Wy (yo) = 0.

I11. Ecuaciones homogéneas. La funcién M (z, y) se llama homo-
génea de grado m si para z, y cualesquiera y ¢ = 0 se cumple la igual-

dad
M (tz, ty) = "M (z, ¥).

Si las funciones M (z, ¥) ¥ N (z, y) son homogéness del mism

grado m, la ecuacién diferencial
Mdz 4+ Ndy=0

se denomina homogénea.
Se puede transformarla del modo siguiente:

M(x. |z L )

_dL_;__M(:.y)=_ =1/ _
dz Nz, N(:' lxl--*"—)
K]
A
¥
lzim N (£t &L
o sen,

E-1(L),

donde f es cierta funcién de una variable.

(M

®

En voz de y introduzcamos la nueva funcién z (de la z) por medio

de la sustitucidn

y=ux-z, %‘:‘_‘x'j’_x—l-g'
Entonces
2 E4a=1()
o bien
P S
Jg)—s z

Por consiguiente,

X
]“I—C"

_ dz
= 7= =0
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o bien

a:-«Caxp Sm),

donde € 5= 0 es una constante arbitraria.
Sefialemos una ecuacién mads general que la (8):

dy 2~ ¥
dz 't ( % ] ’ ®
Puede ser resuelta por la sustitucién

dy dy
= glg —_—— 1 +zﬂ’-._ =
y zl d: z dx ]

-antonces
az-lap g S ga i (3), 2% S mgeni(f () —aal, =
T T dz h_'__'dz
-—— ‘“,?|=§W—? (C#0), a=Coxp |,
(10)

donde £ 5= 0 es la constante arbitraria.
EJEMPLO 8. (2% -+ y*) dz + xy dy = 0.
La ecuacién dada es homogénea, ya que las funciones
M{a:t y)=‘$“+y’- N{.":, .V)=zy
son homogéneas de grado m = 2. Hagamos la sustitucién y = zzr,
dy = zdz 4+ z dz. Entonces la ecuacidn se escribird asi:
(28 + 222 de + 2*2 (zdz + xdz) = O
o bien
(1 + 22% dz ++ 2z dz = 0.
Dividiendo las variables, obtenemos

 ds 5dz z |_ _ 14 2 e
2 e W|F|=—Tmaray, 2= Vit
Puesto que en este case z = y/z, entonces

Cigd 4

ct [ T
B=aqgmr W =o, y=% ]/*2;,-—-5—.
EJEMPLO &.
y' = Az + By,

y=o[a+pL]-wlars(F)]. @
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Esta ecuacién es un caso particular de la ecuacién (9) si
y+1=1. (12

La ecuacién (11) para y = —2 y v = 2 (la condicién (12) estd
cumplida) tiene la forma

£
_Elf =Az?-+ Byz
y su solucion se escribe por la férmula (10), donde
flay =4 + Bz% a=vy-41=—1.

La ecuacién obtenidd es un caso particular de la ecuacidn de
Riceati

v =By + R (3)

ue no se integra en cuadraturas sino en los casos excepcionales.

glemos demostrado que para R {x) = Az-? la ecuacién de Riccati
se resuelve en cuadraturas. Notemos que para R (z) = const la
ecuacién de Riccati es una ecuacién con variables separables.

Si Rz)=A2®* y a=a,= — 2:"
entonces la sustitucidn
1 z -
o =D +5, &=z " (n21)

reduce la ecuacién de Riccati a la forma

{n es un nimero entero),

‘o __ A4 2 B L
W ¢n+3ﬂ—an+3gn"

Aplicando sucesivamente esta sustitucién se puede reducir la
ecuacién inicial al caso oy, = 0 (R (zr)} = const),
No obstante, si n < —1, la sustitucién

=@+ 2aEhy f=at,

reduce la ecuacién a la forma

L

A B
U= o Rr-ee =

§“‘n+1 A

Usando esta sustitucién un nimero uacasario de veces, reducire-
mos la ecuacién de Riceati al caso o

En todos los demaés casos la ecuac:én da Riccati no se resuelve en
cuadraturas.
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EJEMPLO 5. zy dy — (2* + y%) dz = 0.

Tenemos
o sy (oY) ()
dx Y . % ?yi- .

Esta ecuacién es un caso particular de la ecuacién (9) cuande
a=2 f(3)= (1 4+ #*)/z.
IV. Ecuacién lineal. La ecuacién

Lip@y=1@), e<z<b, (13)

donde p (z), f (z) son funciones continuas de x en un intervale (a, b)
se llama ecuacién diferencial lineal de primer orden. La funcién
incdgnita y (z) y su derivada entran en esta ecuacién en primer grado
linealmente.

Si f (z) = 0, la ecuacién

dy
Lt p()y=0 (14)

se denomina homogénea lineal y, respectivamente, la ecuacidn (13)
se denomina no homogénea lineal.

La ecuacién homogénea lineal tiene la solucién y (z) = 0. Es una
ecuacién con variables separables:

Y w—p@dz 0, W|L|=—[r@iz €0,

y=Cexp(-Sp{x) da:). (15)

Si en (15) permitimos que la constante C tomo el valor nulo,
entonces la férmula (15) daréd también la solucién y (z) == 0.

La férmula (15) muestra que el grafico de solucién de una ecua-
¢ién homogénea lineal se encuentra por encima de) eje Oz si € >0,
-0 bien por debajo del eje Oz si € << 0,

Hemos llegado a la férmula (15) utilizando el siguiente esquema.
Hemos supuesto que la funcién y = y (z) es una solucién de la ecua-
cién diferencial (14), solucién distinta de cero en todos los puntos de
(a, b) y hemos llegado a la conclusién de gue ella se define por la
férmula (15) para cierta €. Hay que tener en cuenta que la integral

'p (x) dz designa cisrta funcién primitiva de p (x) en el intervalo

{a, b), por eso también la solucién que se da por la formula (15) estd
definida en (g, b). Es ficil comprobar que las funciones (15), para
todo valor de C incluso si € = 0, son soluciones de la ecuacién dife-
rencial (14).
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Queda por aclarar la cuestién acerca de la existencia de selucio-
nes de nuestra ecuacion diferencial que corten el eje z. Para esto
podemos hacer uso del teorema 1 del § 1.2, Despejando € en la fér-
mula (15}, obtenemos

C =yexp (Sp(:c)dx).

Es fdcil comprobar que el segundo miembro de esta igualdad es
la funcién de (z, y) que tiene las derivadas parciales continuas sobre
la franja {—o0 <<y <C oo, a <<z << b}; también es fécil comprobar
el hecho de que si derivamos esta igualdad respecto a x, suponiendo
que ¥ = y (z), obtenemos la ecuacién diferencial (14). Entonces, con
arreglo al teorema 4 del § 1.2, la férmula (15) contiene todas las solu-
ciones de la ecuacién (14). Ahora bien, la ecuacidn lineal (14) no
tiene soluciones que corten el eje z.

La ecuacién (13) suels resolverse por el método de Bernoulli que
consiste en lo siguiente. Busquemos la solucién en la forma del pro-
ducto de dos funciones

y (z) = u (x)+v ()

Tenemos y' = uv' 4+ u’v. Sustituyendo los valores de y e y’
en (13), obtenemos wuv' 4 u'v + p () uv = f (z) o bien u (v +
+p () v} + u'v = (2).

Escojamos una funcién v de modoe que ¢’ -+ p {z) v = 0. Res-
pecto a v (z) tenemos la ecuacién homogénea lineal, por lo tanto,

segiin 1a f6rmula (15) podemos escribir v = oxp (—  p (2) dz). Para
esta funcién v obtenemos u'v = f (z), de donde
_1= _
du = _IT;:'I- B d.‘C,
u= S WAL N PR, . 5 f(.r)axp(j p(:c}dx) dx +C.

RES

Por consiguiente, la solucién general, o sea cualquiera, de la
ecuacién (13) se eacribe en la forma

y.—=u-v=Cexp(-Sp(z)dx)+
+exp (— j pdx) jf(a:] exp(jpd::) dz, (16)

donde C es una constante arbitraria.

La férmula (16) muestra que la solucién general de una ecuacidn
no homogénea lineal es igual a la suma de la solucién de la ecuacién
homogénea correspondiente y de la solucién particular de la ecuacién
no homogénea (que se obtiene de (16) cuando C = 0).
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Recomendamos no aplicar formalmente la férmula (16) y en cada
ejemplo repetir todos los célculos.

EJEMPLO 6. Resolver la ecuacién y' — y = sen z.

Aqui p (z) = —1, [ (z) = sen z. Pongamos y = u-v,

y =u'vtu-v, wtuv—uv=senz,

u@p' —v)+uv=senz, v —v=0, v=exp5d:c=e’.
u'es=senz, u =e senx, u=Se""sen.rd:+C;

y=e* S e~ sen z dx + Ce™.
Integrando por partes, obtenemos
y=Ce”—1?(cos::+san ).

Observacién. La ecuacién (13) se puede resolver asimismo por el
método de variacion de una constante arbitraria. Si C o3 una constante,
la f6rmula (15) ofrece la solucién de la ecuacién homogénea. Supon-
gamos que C es la funcién de'z y escojidmosla de modo que la expre-

sibn y = C {(2) oxp (— | p (z) dz) sea la solucién de la ecuacién (13).
Es el mismo método de Bernoulli para u = C (z), v =exp X

x (—{p @ aa).
Ecuacién de Bernoulli f)

y +p @y =y @) (7

donde ¢ es un nimero real cualquiera.

Si @ es igual a cero o a la unidad, obtenemos una ecuacién dife-
rencial lineal, Si @ 5= 0, 1, la sustitucién de z = y*-* vuelve a con-
ducirnos a una ecuacién lineal respecto a la funcién z (z).

La ecuacién de Bernoulli se puede resolver directamente por el
método de Bernoulli, suponiendo y = u (z)-v (z). Sefialemos que
cuando ¢ = 0 la funcién y (z) = 0 es la solucién de Iz ecuacién de
Bernoulli. 3

1y J. Bernoulli (1654—1705), célebre matemitico suizo.
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§ 1.4. Teorema de existencia
de la solucién de una ecuacién’
diferencial de primer orden

La clase de ecuaciones diferenciales que podemos efectivamente
resolver es muy estrecha. Por ejemplo, la solucién de la ecuacién
diferencial que parece sencilla a primera vista

dy 2
=y

no puede ser reducida, como resulta, incluso a las cuadraturas: (inte-
grales). Por eso nos vemos obligados, las mas de las veces, a resolver
ecuaciones diferenciales de un modo aproximado.

Antes de aplicar un método aproximado cualquiera, es necesario
saber si existe o no en realidad una solucién de la ecuacidén diferen-
cial. Muy importante también es saber de antemano si esta solucién
es la {inica o no.

A continuacién formulamos las condiciones gue garantizan la
existencia y la unicidad de la solucién de la ecuacién diferencial
de primer orden

dy
L=z ) (1)
para la condicion inicial

¥ (%) = Yo (2)

Tiene lugar el teorema siguiente,
TEOREMA 1. Supongamos que la funcidn f (z, y) es continua sobre
el reetdngulo

D={zy—aKz<a,+e Yo—bKy<<y,+ b

y tiene en éste una derivada acotada % que satisface la desigualdad

af
ol @)
Entonces sobre el segmento ¢ = [z, — 6, z, + 6], donde
1 L3
b<minfo, r, 5}, M= mix |t ol @

existe una solucién, y sélo una, de la ecuacidn (1) que satisface la con-
dicidn inicial (2).
En este caso se cumple la inecuacién

by (@) —y |<<H, VzEo
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La solucién y (x) es continuamente derivable sobre el segmenio a.
Y si f (x, y) tiene de hecho las derivadas parclales continuas de orden p
respects a x e y, entonces y (z) tiene sobre el segmento o las derivadas
continuas hasta el orden p -+ 1 inclusive.

U,}
Yy
Yo T %
i
|
4o |
! i i : 1
0 xpma xp=b x, x4b Xta
Fig. 7.

La fig. 7 dentro del plano (z, ¥} muestra el rectingulo D y el
rectingulo que le pertenece

D, = {z,— 8 <z <z +8 yo—b<y<ys+b)

El teorema afirma que si sobre el rectdngulo D la funcién f (z, y)
es continua y tiene una derivada parcial acotada % que satisface

1a desigualdad (3), por este punto {z,, ¥,) pasa una sola curva inte-
gral y = y (z) determinada para todos los valores de z € [z, — §,
z, + 8]. Esta curva pertenece por completo al recténgulo D, El
nimero & satisface las relaciones {4).

Subrayemos que el teorema 1 garantiza la existencia del segmento
determinado .

o=z, — 8, 2o + 6}
oen el cual existe, a ciencia cierta, la solucién
! ¥y =yl(z)

de la ecuacién (1), solucién que pasa por el punto (zp, ¥o)-

Si necesitdramos hallar esta solucién de un modo aproximado,
entonces, al disponer de la informacién indicada, organizariamos
la obtencién de la solucién aproximada precisamente sobre este seg-
mento o, puesto que no se puede garantizar que la solucién sefialada
quede determinada fuera de o. ;

El teorema 1 serd demostrado en el § 1.6 y ahora vamos a exami-
nar un ejemplo.
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BIEMPLO, La ecuacién
dy -
dzx = yz (5)

es un caso particular de la ecuacién diferencial (1).

Su segundo miembro no depende de x. En este caso la funcién
f (z, ¥) es igual a2 —y? cualesquiera que sea z.

Puesto que la funcién —y?, para cualquier y, es continua junto
con su derivada respecto a Y, entonces la funcién f (z, y) que s

determina) por ella serd continua junto con su derivada parcial g—"

sobre todo en el plano (z, y). Por eso, sin resolver la ecuacién (5), se
puede concluir sobre la base de! teorema de existencia que por
todo punto (zy, y,} pasa una curva integral, y sélo una, de la ecua-
cién (5).

Sean xy = 3, y, = 1. Asignemos un rectdngulo arbitrario

D=B=—a<<a<3+a 11—yt 40} 0<a, b)
Para este rectdngulo

M= méx [f(z, Y)i= mix |—p*|= mix y=(1-4b)%
(x, VJED veEll~b, 140 1-b=ys14bd
N= mix §L|= mix | —2y| =2(1+b).
(x. D! ¥ 1-byt g b

Por consiguiente,
. 1 b 1
s<mio{a, 3y e} <7 ©®

La scuacién (5) se resuslve ficilmente. Su integral general en el
semiplano superior (y >0) y en y
el semiplano inferior (y <<0) se
define por la igualdad

1
. (7 e 1N
Existe una solucién més; y =0, 0 { "
pero no nos interesard. —J_ 7 2 4 T

Entre las seluciones (7) escoja-
mos la que pasa por el punto (3, 1).
Evidentemente, ésta es la solucién

1

Y=
Su gréfico estd representado en la Fig, 8.

fig. 8. Vemos que la curva integral
de Ia ecuacién (5) que pasa por el punto 4 = (3, 1) tiende hacia el
infinito cuando z-— 2.

3=180
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El intervalo méximo, con el centro en el punto x = 3, en el cual
estd determinada nuestra curva integral es el intervalo (2, 4). La
relacién (6) obtenida del teorema general de existencia ofrece un
intervalo un poco menor.

El teorema de existencia de la solucién de una ecuacién diferencial
serd demostrado partiendo de las consideraciones generales quese
refieren a la teorfa de los espacios métricos. El péarrafo siguiente serd
dedicado a esta teoria.

§ 1.5. Espacio méfrico

Sea M un conjunto de elementos z, y, z, . de una npaturaleza
arbitraria.

El conjunto M se llama _espacio métrico sia cada par de sus ele-
mentos le corresponde un nliimero no negative p (¥, y), que se deno-
mina distancia enire los elementos =z o y, y que satisface las propic-
dades siguientes (exiomas de laz distancia):

Nplx y)=0si ysélosiz=y;

2) p (&, y) = py, =)

Np @ y)<pl, z)+pls y.Va, y €M,

La axioma (3) suele llamarse desigualdad trigngular. La funcién
p {(z, y) de dos argumentos z, y la llamaremos, ademés métrica del
espacio M.

Es facil ver que el espacio de n dimensiones R, con la métrica

plz, y)=|x—y |=1/2 (xi—y)? .

donde & = (2, ..., o)y ¥ = (¥, « + -+ ¥n), €8 un espacio métrico.
El conjunto C [a, b] de todas las funciones continuas dadas en
[a, b] serd un espacio métrico si la métrica se introduce por la férmula

p ¢ g)= mix [f(&)—g(®)] 1)
osish

Las axiomas de la distancia se comprusban fécilmente.

En adelante la expresién {z"} designara cierta sucesién de ele-
mentos x™ € M (n =1, 2, ...). Ahora bien, " denota el elemento
que lleva el niimero de orden n y no la potencia del elemento .

El elemento 2° € M es el limite {z"}, si

p (e”, % =0, n— oo,

En este caso la sucesién {z"} se llama convergente.
La sucesién {a} se denomina fundamental si Ye>03 N tal
que
p (@™, ") <e

cuando m, n > N.
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Si la sucesién {a"} converge hacia 2® € M, entonces ella es funda-
mental. En efecto, del hecho de que {z"} converge hacia ° resulta
qué -para cualquier & > 0 existe N tal que p (z", 2°) < e, Yn > N.
Por eso sobre la base de la desigualdad triangular

plE™ ™ Lp®, ) fpfa®, 2™) <e+ e =2

caando m, n > N,

La afirmacion inversa no siempre es justa. Por ejemplo, si M =
= (0, 1) es un intervalo 0 <<z <1yp(z, ) = |2 — y |, entonces
{1/n}. es una sucesién fundamental. No obstante, ella no converge
hacia un elemento del espacio M (converge hacia cero que no per-~
‘tenece a M).

El espacio métrico M se llama completo si en é&ste toda sucesién
fundamental converge hacia un elemento de este mismo espacio.

Sabemos que el espacio unidimensional R, (de los nlimeros) es
completo (jcriterio de Cauchyl). Se puede demostrar que también
el espacio R, es completo cuando ¥n > 1.

TEOREMA 1. Kl espacio C [a, b) es completo.

DEMOSTRAGION. Supongamos que los elementos de este espacio
{fn (1)} forman una sucesién fundamental en el significado de la
métrica (1): para todo e > 0 3N tal que

Pfn fm}= méx | [ () —[m() | <<e (2)
assih

v

cuando m, n > V.
De (2) se deduce que para un nimero fijo ¢ € [a, b)

IIn ) —fm ()1 <2 (n, m> A). 3)

Esto iiltimo significa que la sucesién numérica {fa (t)} es fundamen-
tal, por eso, sobre la base del criteric de Cauchy, converge hacia
cierto nimero real que designamos por f (2):

lim fo () =F(t), Vt€la, bl (4
T;asando al limite en la desigualdad (3) cuando m — oo, obtenemos
hh )=/ @) 1<e, n>N, yicla, bl (5)
De aqui s
Sup | fo () —1(t) [<<e, n>N. (6)
asish

Esto muestra T.le la sucesién {f, (t)} converge uniformemente
hacia f (t) en la, ] y puesto que las funciones fn (t) son continuas
en [a, b, la funcién limite 7 (¢) también es continua en la, b1V,
0 sea, f () € C la, bl. El teorema queda demostrado.

1) Véase nuestro libro «Matemdticas superiores. Céleulo diferencial e in-
tegrals, § 9.8, teorema 2.
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Observacidn. Ahora en la desigualdad (6) se puede sustituir el
simbolo sup por max.

Supongamos que en el espacio métrico completo M se da un ope-
rador que aplica M en si

z=Fz (€M, z¢6 M),
Llamaremos contractive al operador F si

p (Fz, Fy)<op (=, y) V2, y € M, 0 a <1,
donde el nimero # € M se denomina punito fijo del operador F,
si Fr =ux.
Llamaremos al operador F continuo en el punto % si
lim Fz" = Fa®
x"ex?
(o sea, p (Fz™, Fx°) — 0, n — o0, V.a" — 29,
Es fécil ver que un operador coniractivo es siempre continuo en
cualquier punto #® € M
p{Fﬂ:“, an)-{..“{’(‘x"-‘"“)—*o. n == 00,
TEOREMA 2. §i un operador contractive F aplica en sf un espacio
métrico completo M, entoncesexiste un iinico punto fijo de este operador,
Este teorema se denomina principio de aplicaciones contrafdas.

DEMONTRAGION. Demostremos que no pueden existic dos puntos
iijce;. Sean z', x? puntos fijos: Fz' = z!, Fz*® = =% Entonces

p (@, %) = p (F2', Fa®) Cap (2%, 2°) (a <1). ™

Si suponemos que p (z', 2% > 0, entonces de (7) obtenemos o == 1
lo cual no puede ser. Por lo tanto, p (z!, #*) = 0 y 2! = 2%,
Pasamos a la demostracién de la existencia de un punto fijo.
Sea z° un punto cualquiera del espacio M. Escribamos la sucesién
de los slementos:

af, gV v FaP, &%= Fxt, .y &Y =Fa®, . .,
Esta sucesién la llamaremos iterativa, engendrada por el operador F.
Mostremos que es fundamental. Tenemos
b (% 2" = p (Fa™, Fo™) S ap (@™, a8 <
Lap @ ") g oKL ), r=1,2,...) (8
Luego, sobre la base de la desigualdad triangular y (8), obtenemos
rn >m)
p (@ 2™ <p (" 2" +p (@ )+
ven FolE™, ™) < la™ + o™ L 2™ p (2, 2%,
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Puesto que por la condicién 0 < @ < 1, entonces

p(a", &™) (0™ + a4t ...]p(a, 2) =T p (2!, 2%) > O

1—a

cuando m — oo, ya que p {x!, z°) es un nldmero finito.

Asf, pues, la sucesién {2"} es fundamental y puesto que el espa~
cio M es completo, ella converge hacia cierto slemento x de este
espacio

lim z" =z € M.

fi—+0o

Vamos & demostrar que & es un punto fijo:
p (Fz, @) <p (Fz, a") + p @, 7) = p (Fz, Fa"3) -+
+p @& 2) < ap (@, 2™ +p @@, 2) <e

cuando n> N = N (e). .

Ahora bien, p (z, Fz) = 0 y segiin el primer axioma de la dis-
tancia sacamos la conclusién de que Fz = Z, o sea, T es un punto
fijo El teorema queda demostrado. -

Observacisn. Utilizando el hecho de que z es un punte fijo, obte-
nemos

p (@, =) = p (Fz, Fz"-) < ap (z, a") =

= ap (Fz, Fa"-) < alp fz, "< . <o a)% (9)
Luego
p " @) < p(at ) +p @™ D) ap (2™, ) + ap (7, 2),
,da donde

ple" B<Ere@E™ 27 (O<a<t) (10)
Las férmulas (9) y (40) muestran gue =™ es un valor aproximado
del punto fijo con un error que no excede de «"p (z, 2% ¥
[« 4
T P @1, &),
Prestemos atencién a_la férmula (10) que ofrece la estimacién
de Ia distancia entre " y x por medio de la distancia entre dos puntos

vecinos z® y 2", Tomando 2™ como valor aproximado de Z, garan-
tizamos que el error de la aproximacién es menor que el segundo
miembro (10).
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pJEMPLO. Supongamos que la funcién f (z) tiene la rafz (cero)
en un segmento [z, b]. Vamos a admitir que f tiens las derivadas de
los érdenes primero y segundo y f' (z) 5= 0 en [a, bl, o sea, f (z)
es monétona en este segmento. Esto quiere decir que en {[a, b) hay
una raiz de la funcion f.

Compongamos la funcién auxiliar

F(z) =z + k (2)-/ (),

donde k (x) es cierta funcién continuamente derivable, no igual a cero.
Claro estd que el punto fijo z de la funcién F es el cero de f y al revés.
Por eso, si la funcién F aplica [z, b] en [a, b] y es contractiva
sobre la, b), la sucesién iterativa z, = F (z,_;) converge hacia el
punto fijo 7 (o sea, hacia la raiz f} y x, se puede tomar como valors
aproximado de la rafz. Para diferentes k (z) tenemos diferentes
métodos aproximados de célculo de la raiz de la funcién f (z).
Examinemos una funcién concreta f{z) =2 +xz—1 y nos
propongamos a calcular aproximadamente la raiz de esta funcién
con una exactitud hasta 0,01. Tenemos f(0) = —1, f (1) =1,
' (z) = 32* -+ 1 > 0. Por consiguiente, en el segmento [0, 1] hay
una sola raiz de f (z). Pongamos k (z) = —1/f' (z) <<0. Entonces
filz) _ 22341
Fla) =z— ey =3ay1
Aclaremos si es contractiva o no esta funcién. Por el teorema de
Lagrange obtenemos

p(F@, F)=IF@—F®I=I1F&GI lz—yI<

< ap (z. ¥),
donde
; . (D) || (@z—1)8
e 0 b R i S|

Para el segmento [1/2, 3/4] =10, 1]

a= mix |F(2)]=F (1/2) =3 <1
17220704

y los valores de la funcién F no salen fuera de los limites (472, 3/4):
ul 2291 3 1 3
<<t *€[7 7]
Asf, pues, en [1/2, 3/4] la funcién F (z} es contractiva. Sea z, =

= 1116 € [1/2, 3/4], entonces z, = F (z,) = 3379/4952 y

u. w 18] 3379 41|
T—= P (@0 Tl =15 |B—%|<3 |7 — |~

18.51 i
=553 <%-€:0,0‘l.



§ 1.5. Espacio métrico 3%

Basandose en (10), se puede tomar z, como valor aproximado de
la rafz de la funcién f (z) con una exactitud hasta 0,01 (en realidad,
con una exactitud hasta 0,003).

Observacién. El método aproximado de caleular la rafz de la
funcién f (z) (z, &~ z) para k (z) = —1/f' (z) lleva el nombre de
método de Newton o método de tangentes. Los elementos de la sucesién

|
(Xt Zn.s))

o a Xy Xpy x
Fig. 9.

iterativa {z,} se pueden obtener a partir de consideraciones geomé-
tricas.

8i z,_, € la, b] ya se ha determinado, para obtener z, en el punto
(zn-1s f (zn-y)) del gréifico de la funcién f trazamos la tangente.
Tomemos el punto de interseccién de esta tangente con el eje z
por z, (fig. 9). La ecuacién de la tangente tiene la forma

Y —f @) = (@na) (x — 20

Poniendo en esta igualdad ¥ = 0, encontramos la solucién z = z,,
donde

x,‘=xn_,_%ﬁ. (r=1, 2, ...).

Ahora bien, los nimeros z,, son los elementos de la sucesién ite-
rativa para la funcién F (z) = z — (f ()/f' (z)).

PROBLEMA 1. La funeién F (z) = 2® aplica R, en si y tiens dos
puntos fijos z = 0 y = = 1, yPor qué?

proBLEMA 2. El operador de aplicacién especular del plano

Oz, respecto &l eje Oz, tiene la forma Fz = (z,, —z,), z = (z,, z,).

::E}ué puntos del plano son fijos para este operadorp
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§ 1.6. Demostracién del teorema
de existencia de la solucién

de una ecuacidn diferencial

de primer orden

Supongamos que se da la ecuacién
dy __
Tx"_f(zv )8 (1}

donde la fupcién f (z, y) es continua sobre el rectédngulo

D={gy—e<<a<<ao+a, po—b<y<<yo+ b}

y tiene una derivada parcial acotada ‘% que satisfaga la desigualdad

#<m

Es preciso demostrar que en el segmento ¢ = [z, — 6, z, + &}
existe una solucién, y sélo una, y = y (z) de la ecuacién diferencisl
(1) que satisface la condicién inicial

¥ (xo) = ¥y (2)
donde

8<min {a, 4, %} M= méx| {(z. )| 3)

Con ello y () es continuamente derivable sobre 0. La ecuacién dife-
rencial (1) con la condicién (2) es equivalente a la ecuacién iniegral

siguiente:
v@=v+ | F(t, yyar, 4
%

En efecto, supongamos que la funcién continua y (z) es la solucién
de (4), entonces, derivando la identidad (4), obtenemos

;%=}(x! y(z))y, evidentemente, y (z) =y,
Ahora bien, la funcién y (z) satisface la ecuacién (1) con la condi-

eién (2).
Inversamente, supongamos que y (z) es la sclucién de (1)

SO,y ), @<t Y=o,
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Entonces, integrando esta identidad entre los limites x, y x, obte-
nemos

j-ae={ 1, yanar

o bien
x

v@—vo={ Ft, yW)at,
X0

o sea, ¥ (z) es la solucién de la ecuacién (4).

A continuacién investigaremos la ecuacién (4).

Designemos por M un conjunto de funciones continuas y = y (z)
que se dan en el segmento o = [z, — §, 2, + 6] y satisfacen en
ésto la desigualdad jy (z) — ¥, | << b.

Introduzcamos en It la distancia

e (¥ 2)=m€ﬂ§ |4 (x) ~z (2) I}y. z€ M

Asf, pues, M es un espacio métrico. Es un espacio completo.
Efectivamente, si la sucesién de funciones y, € I satisface, en el signi-
ficado de la métrica introducida, la condicién de Cauchy (o sea, una
sucesién fundamental), entonces, como sabemos, esta sucesién con-
verge uniformemente sobre un segmento o hacia cierta funcibn
¥ = y (z) que es continua en este segmento (véase el § 1.5).

Para las funciones y, = yp (x) se cumple la inecuacién

| ¥n (3)""?0 |<b x€0 (n= 1.2, 5iaq)
la cual, después del paso al limite para 7 — oo, se conserva:
1y (@)~ po | < b

Pero entonces ¥ = ¥ () € I muestra que 9 es un espacio com-
pleto. g
La igualdad
s(@)y=yo+ |1ty at, v (@) =y (5)
xg

hace corresponder a cada funciébn y = y (z) € M cierta funcién
2 = 2 (z) € M. En efecto, si y € M, entonces y = y (¢) es una
funcién continua .cuyo grifico pertenece al recténgulo

D, = {-’:n—ﬂaﬁx%:n—{-ﬁ, Yo— b<y< i + b}
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por eso, en virtud de la continuidad de f (z, y) en el rectdngulo D,
el segundo mierbro de la igualdad (5) es una funcién continua de z,
o sea, z = 2 (z) es una funcién continua en o. Luego

x

ta@)—ul =| [ 106 at|<M |2~z i<ME< M Lo=b

xg

lo que muestra que z € M.
Asi, pues, podemos suponer que la igualdad (3) define ol operador

z=~Fy, yeEM €M

que aplica el espacio completo T en el espacio completo 1N, Este
operador es contractivo, porque si

% = Fy, 2, = Fys h» Y. M,
entonces,

lz@)—z (@) =] § U1t v D=1 wa (o1 @t] =

x

= { wO—v O @) d|<

<|§ oton v N at| <o v v SN =0 (01, 1), ©)

donde el niimero & = 6/ satisface la desigualdad 0 < & <C 1, porque
segin la condicién 8 <<1/N. De (6) resulta que

o (2, z,]zmé:] 3 (2) — 2, (2) | <<op (Usy Yo)e
Pero entonces, como sabemos, en % (véase ol § 1.5) existe la
tinica funcién (punto fijo) ¥y = y (z) € M para la cual
y=~Fy
o, con otras palabras, la cual satisface la ecuacién (4) y, por lo tanto,
la ecuacién (1) y la condicién (2).

Aplicando el método de iteraciones, se puede obtener una solu-
ci6n aproximada de la ecuacién (1):

¥n (@)= Fyns (@) =yo+ [ 12, vami (D)

m=1,2...) (M
donde y, (z) ==y, € M.
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A base de la férmula (10) del § 1.5, la estimacién de la aproxi-
macién tiene la forma

1y (2) = ¥n (2) | < T mix | (2 —Wey (2 1

Existen también otros métodos aproximados de resolucién del
problema de Cauchy.

Muy sencillo es el método de Euler (véase el § 1.7).

Queda todavia por demostrar que si f (z, y) tiene derivadas con-
tinuas respecto a z ¢ y hasta el p-ésimo orden sobre el rectédngulo I,
entonces la solucién indicada y (z) de la ecuacién (1) tiene derivadas
continuas respecto a z hasta el orden (p -- 1) sobre el segmento g.

En efecto, tiene Iugar la identidad '

¥ (x) = f(z, y (z)), z€o. (8)

Puesto que la funcién y (z) satisface la ecuacién diferencial (1),
ésta tiene en todos los puntos del segmento o una derivada respecto
a z y por eso es continua. Luego, segtin la condicién f (z, ¥) es con-
tinua respecto a z e y sobre el rectdngulo D, por eso el segundo miem-
bre de (8) es continuo respecto a z en o. Por lo tanto, ¥’ (z) es tam-
bién continua en o.

Si p = 1, el segundo miembro de (8) tiene la derivada continua
respecto a la variable z y el primer miembro de 1a identidad tiene,
por consiguiente, la derivada continua respecto a z. Asi, pues, la
funcién y (z) tiene la derivada continua de segundo miembro. De la
identidad (8) hallamos

Y @) =fx (2 ¥y @) + @ v @)y () ©)

Aplicando a la identidad (9) los razonamientos andlogos a los
anteriores, encontramos que para p > 2 la funcién y (z) tiene la
derivada continua de tercer orden eun el segmento g, etc.

§ 1.7. Méiodo de Euler de resolucién
aproximada de la ecuacién diferencial
de primer orden

Supongamos que se da la ecuacién diferencial
d)
S f(z, y)., )

Admitamos que la funcién f (z, y) en el entorno del punto (zq, ¥o)
satisface las condiciones del teorema de existencia. Segin este teo-
rema existen un segmento [z, — 8, z; + 6] y una sola solucién
¥ = y (z), definida en este segmento, de la ecuacién (1), solucién
que satisface la condicién y (z;) = ye- .
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Para el nimero § el 1eorema ofrece una estimacién por arriba
& < (a, 1/N, blM).

El método de Euler !) permite expresar de un modo aproximado
la funcién indicada, teéricamente con una precisién cualquiera asig-
nada de antemano.

Supongamos que se necesita calcular aproximadamente y (d),
donde para precisar x, << d <<z, + 6. Dividemos [z,, d] en n partes
iguales por los puntos z,, &, - .., Zz = d. Llamaremos paso
cileulo a la longitud del segmento [x;, z;4.), B = 7,4, = ;. Desig-
nemos por y; los valores aproximades de la solucién en los puntos x;.

En lzy, z;] en vez de la ecvacién (1) examina emos la ecuacién
con la condicién inicial (problema de Cauchy)

Ya (@) =1 (xe ¥o) @<z<2), Yn 2o = 0.
Le solucidn de esta ecuacién tiene la forma
Y (@) = yo + [ (20, ¥a) (@ — zo). (2)

Tomemos precisamente esta funcién (lineal) por solucién aproximada
de la ecuacién (1) en el segmento [z,, 2;]. Desde el punto de vista
geométrico esto quiere decir que hemos sustituido la curva integral
buscada por el segmento de la tangente & la chrva integral en el punto

(zos_Yo)-
De la formula (2) obtenemos

= Ya (%) = ¥y + &f (xos ¥o)-
Luego razonamos por induccién. Si los valores aproximados de la
solucién y,, ¥s, . . -, Yx se conocen, entonces en [z, zx+,1 en vez
de la ecuacién (1) examinamos la ecuacién
Ya)=1(ax ¥a) (T € 2 < 2aiq)y Ya (7)) = 0.
La solucién de esta ecuacibén
Yn(2}=yn + flan, va) [z — z) (k=0,1, ... n—1) (3)
la tomames por solucién aproximada de la ecuacién (1) en [y, zp4q).
Poniendo en (3) z = x4,, obtenemos
Ynir = Y (Zn1) = Un + 2f (zna ¥2)
(k=0: 1, LR ) n_i)- (4.)
Son precisamente las férmulss (4) que determinan el métedo de
Euler.

1 L. Euler (1707—1783), gran malemético, miembro de la Academia de
Ciencies de Rusia, de origen suizo.
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La funcién ¥, () que se define en {z,, d] con ayuda de las igual-
dades (3) se llama «quebrada de Eulers (fig. 10). Se puede demostrar
que en las condiciones del teorema de existencia la sucesién de las

¥

Fig. 10.

quebradas de Euler {Y, (z)} converge uniformemente en [z, dj
hacia la solucién verdadera del problema cuando rn —» oo,

§ 1.8. Ecuaciones no resueltas
con respecto a la derivada
Para resolver la ecuacién diferencial
Fl,yy)=0 (1)

ge puede intentar primeramente resolverla respecto a y'. Si esto se
logra, obtenomos una o muchas ecuaciones diferenciales que tienen
la forma

B iz, ) (2

Toda solucién de cada una de las ecuaciones (2) serd la solucién de
la ecuacién (1). Sin embargo, conviens procurar aclarar si abarcan
ollas o no todas las soluciones de (1).

Por ejemplo, para resolver la ecuacién

W) —Qz+yy + 22y =0, (3)

por medio de transformaciones idénticas de su primer miembro reduz-
cimosla a la forma

=200 —y =0 (3)
Examinemoes dos ecuacionos diferenciales de primer orden
=2z, ¥y =y.
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Sus integrales generales tienen, respectivamente, la forma
y =z ("lr. y = Cye¥, (4)

donde C, y C, son las constantes arbitrarias. Para los valores parti-
culares de C, y C, las funciones (4) son las soluciones particulares de la
ecuacién (3).
Pero de las soluciones particulares indicadas de las dos fltimas
ecuaciones se pueden construir también otras soluciones particulares
de la ecuacién (3). Por ejemplo, la
¥ funcién

{33—{—1, <1,
Y= 2, z2>1,

es una solucién de la ecuacién (3).
Esta curva integral esta compuesta
I de dos curvas integrales que per-
1 tenscen a familias diferentes de (4)
! (fig. 11).
i A continuacién se examinan dos
I tipos particulares de la ecuacién dife-
| rencial (1) para los cuales se puede
; indicar otros caminos de resolucifn.
1°. El primer miembro de la ecua-
cién (1) no contiene x ni y:
F)=0 ()
Vamos a admitir que la funcién F es continua y tiene un numero
finito de ceros. ‘
Supongamos que y = y (z) es la solucién de la ecuacion, solucién
cuya derivada es continua. Entonces y' (z) es igual a una de las raices
de la ecuacién (5), que designaremos por k. Asi, pues, y’ =k, de
donde y = kz -+ C, donde C es la constante y

-
r (=)=t )
Y al contrario, del hecho de gue pera la funcién y (z) continua-

mente derivable, cuando hay cierta constante C, se cumple la igual-
dad (5), resulta que

Fig. 11.

V=C_k, Va0,
donde k es cierta raiz de la funcién F. Pero entonces y = kz + C,
Ve, ' =k y F(y') =0
Hemos demostrado que una solucién general (cualquiera) de la
ecuacién diferencial (5) se define por la igualdad (8), donde C es la cons-
tente arbitraria.
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2°. El primer miembro de la ecuacién (1} no contiene z:
Fly, y)=0. (M}

Si la ecuacién (7) se puede resolver respecto a y’, entonces y”* =
= @ (y) es la ecuacién con variables separables que sabemos resolver.

-Supongamos que la ecuacién (7) no se puede o es dificil resolver
respecto a y’, pero se puede resolver ficilmente respecto a y: y =
=o @)

Introduzcamos en la investigacién el pardmetro 'p = o

3z entonces

y=o(p), dy=0'(p)dp, dx=i}=m‘-°~,

P
de donde
o (p)dp
I = 5 'T -+ C,
o bien
=1 +C.
Ahora, eliminando del sistema
z=9(p)+C, y=9¢(p 8)

el parimetre p, obtenemos precissmente la integral general
® (z, y, C) = 0 de la ecuacién diferencial (7).

El sistema (8) se puede considerar asimismo como representacidn
paramétrica de 12 solucién de la ecuacién (7). El pardmetro p puede
introducirse también de un modo arbitraric, ¥’ = e (p), pero de
una manera.tal que la ecuacién (7) se resuelva més sencillamente
respecto a ¥, ¥ = ¢ (p) y se encuentre m4és sencillamente la integral
respectiva para la determinacién de la funcién

(9 (ndp
Z= 5 LRt

zieMPLO. Resolver -la ecuacién z V1 + ¢ = 2y'.

Si se introduce el pardmetro p = y‘, se obtienen integrales has-
tante complejas. Aqui es mejor poner y' = tg p (—n/2 <p < n/2).
Entonces g

X o= 2igp
Yitigip
dy=1tg pdz=2sen pdp, y=—2cosp+C.
Del sistema

=2senp, dr=2cospdp.

z=2senp, y=—2cosp+C
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obtenemos

2 A4 (y — )P =4, 4)
o sea, una solucién cualquiera de nuestra ecuacién diferencial es la
solucién de la ecuacién (4) para cierta constante €. Es una familia
de circunferencias de radio 2 que tienen por centro los puntes (0, C)
(fig. 12). Se puede demostrar que la igualdad (4) es la integral general
y para las soluciones cuyas formas son y (z)

/. y z(y).

En el caso dado se puede asimismo intro-

ducir el pardmetro por la férmula y' = sh p.

Observacidn. De un mode andlogo se exa-
mina la ecuacién diferencial que tiene la
forma F (z, ¥’} = 0.

§ 1.9. Soluciones singulares

Supongamos que se da la ecuacién diferen-
cial

AR

L=t W (1)

Fig. 12, Si en sl entorno del punto (z,, ¥,) del

plano zOy se cumplen las condiciones del

teorema de existenciz y de unicidad, entonces por este punto
pasa una y sélo una curva [ntegral.

Si las condiciones del teorema de existencia no se observan,
entonces pueden haber diferentes casos. Por el punto (z,, y,) puede
pasar una o varias curvas integrales o un conjunto infinito de éstas,
o bien no hay una curva integral que pase por este punto {z, ¥,)
Es interesante el caso cuando la ecuacién diferencial (1) tiene una
solucién singular.

La solucién de una ecuacién diferencial de primer orden se llama
singular i la curva integral respectiva posee la propiedad de que
por cualquier punte suyo pasa, ademés de ella, otra curva integral
de la ecuacién dada, siendo la wultima curva tangente a la primera.

Frecuentemente nos vemos obligados a examinar las ecuaciones
diferenciales de la forma (1), donde la funeién f (z, ¥) es continua

gobre cierta regién Q y su derivada parcial g—f- finita y continua
no en todos los puntos de Q, Existen sobre la regién Q asimismo tales

puntos donde g% = o0, En peneral, en cada tal punto se infringen las

condiciones de existencia y de unicidad de la solucién de la ecuacién
diferencial (1) y si tales puntos forman lineas suaves, estas diltimas
pueden representar soluciones singulares de la ecuacién diferencial.
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eJEMPLO 1. Examinemos la ecuacién elemental de Bernoulli
¥y =y* a>0, y > 0. Aqui f (z, ¥) = y2 es la funcién continua
sobre el semiplano superior. La funcién -g—! = qys-lpara 0 <<a <1
no estd acotada en el entorno de y == 0. La funcién y = 0 es la solu-
cidn de la ecuacién, Para la condicién

inicial y (z,) = 0 existe una solucién
més Y

¥y =z —zo) (1 — a)]*¢=

<Y
que satisface esta ecuacién y pasa "
por el punto (r,, 0). La tangente a
esta curva en el punto (z,, 0) s, evi-
dentemente, el eje z (y ==0). Por
eso y == 0 es la solucién singular.

BIEMPLO 2. ¥ = 1o 4+ 1, y = 0.

Aquig—:’ = ay*-! y cuando 0 << ’ Rig. 13.
<Z & <<1 esta funeién no estd aco-
tada en el entorno de ¥ = 0. No obstante, y = 0 no es la solucién
de la ecuacién. La solucién de Ia ecuacién, por ejemplo para & = 1/2,
se define implicitamente por la igualdad z +C = 2(Vy —
— Wy +1))y=0),0 sea, por todo punto (z,, 0) pasa una sola
curva integral z — zo = 2(V'y — In(Vy + 1)).

EseMpLo 3. Las funciones y = C(x — C)?, para cualquier valor
de C (fig. 13), son las soluciones de la ecuacién F(z, y, y') =
= 4dzyy’ — y'® — 8y® = 0. La funcién y = 0 es la solucién singular
de la ecuacidén dada.

§ 1.10. Envolvente
de una familia de curvas

Supongamos que estd dada una familia de curvas suaves T, definidas por Ia
ecuacién

D(z, y, 0) =0, )
donde la constante arhitraria o es el pardmetro y la funcién @ (r. ¥, ) es
continuamente derivable sobre clerta region de pumtos (z, y, o).

La eurva E se llama envolvente de la familia de curvas (1) si es tangente

a cada una de las eurvas I, de la familia y, ademés, toda consta de estos puntos
de tangencia.

Mas exactamente, se denomina envoivente E de la familia de curvas I'y
dependientes del pardmetro «, donde a < a < b, la curva suave

rz:(a).
y=y(a)

que Iga tangente, para un valor cualquiera del parimetro a«, a la curva respecti-
va Iy,

a<ie<b (2)

4-180
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Llamaremps curvas enyueltas a las curvas Iy (fig. 14).
Hallemos la ecuacién de la envolvente. Prefijemos el valor «. Le correspon-
de sobre T, el punto # = x (), ¥ = y (@) que perlenece simultineamente a T,
y E y en el eurl E y T, tienen una tangente
comiin.

r Es evidente que tieme lugar la identidad
2 ;
©(z{a), ¥ (), @) =m0, e<ox<b
M Derivémosla respecto a a:
£ Dz’ (o} + Pyy’ () +Pp =0,
a<<a<<b
0 x El vector (x' (@), " (@) estd orientado por
; le tapgente a £ que coincide con la tangente
Fig. 14. a Iy en el punto (= é]a], y(u)l]. Pero  enton-
ces (vénse nuesiro libro sMalemditicas superiores. Chleulo diferencial ¢ inte-

grals, § B.16)
©z (e} -+ Py’ (@) = 0.
Por consiguiente,
©g (= (@) ¥ (@), 7) =0,
o sea,
Dffz, v, &) =0 (3)

en el punto (z, y) de tangencia de E con Ty. Para este punto se cumple asimismo
la igualdad

®(z, pa)=0 (4)

Ahora bien, Ia ecuacién de la envolvente de Ja familia (1) se define por dos

ecuaciones !
@ (z, y, w)=0,

80 {:;az, % o } (5)

Las igualdades (5) ofrecen la condicién necesaria de existencia de la envol-
Ye_nt(es. o sen, 8l Ia familia (1) tiene la envolvente, su ecuacitn se da por el siste-
ma (5).

. Sin embargo, si componemos el sistema (5) y lo resolvemos, la_ solucién
“del slstema ofrece la envolvente de la familia (1) de un modo no obligatorio.

. Supongamos ahora que se da la ecuacién diferencial F (z, v, ') =0 ¥
@ (2, y, C) = 0 es su integral general.

st .1a amilia de curvas integrales @ (z, y, C) = 0 tiene una envolvente,
entonces, -claro estd, que es también la curva integral y, por consiguiente, la
solucién singular,

81 C se excluye formalmente del sistema

D (z, y, C)=0, }

80 (2, ¥, O)_ (6)
¢ =

éntonceu en algunos casos obtememos la solucién singular.
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Si la integral general de la ecuacién diferencial tiene la forma
¥z, y) = C,
donde ¥ (z, y) es la funcién continuamente derivable, entonces la familia que

e define por ella {0 sea, la familia de todas las soluciones de la ecuacién dife-
réncial) sobre la regién respectiva no tiene una envolvente (véase el teorema 1,

] 51 la funeibn ¥ (r, y) no es continuamente derivable en ciertos puntos
(z: w)y el conjunto de estos puntos puede determinar la envolvente de la familia.
BJEMPLO 1. p' == 33, E
._ﬁEd_s's_a es la(y scu%\'j:,lég ’3'@ Bernoulli. ;Jivid:endo cl)aas ‘;ariablesb obien_?mos
p i Pdy = dz (y = 0), =z—0C, 2y = {r — z, yy C) = 2Ty —
—f{x —CyP =0, o sea, la integral general, donde la ’funcgén (. (z, y, C}) es
tontinnamente derivable,
Planteemos el sistema (6):
2Ty = (r — CP = 0, }
3z —CP=0.

Al eliminar C, obtenemos y = 0. Comprobando, nos convencemos de que
¥ = 0 es la solucion de la ecuacién inicial. Es la sclucifn singular (véase el
ejemplo 1, § 1.9 y la observacidn para el ejemplo 3, § 1.2} y la envolvente de la
familia de eurvas 27y — (z — €)3 = 0.

Si se examina }a integral general en la forma resuelta respecto a C: € =
= z — 313, la funcién ¥ (x, y) = = — 3%/ no es continuamente derivable
en los puntos y = 0 los cuales, como nos hemnogs cerciorado anteriormente, son
la-envolvente de la familia de pardbolas ciibicas,

§ 1.11. Ecuacién diferencial
de segundo orden

La ecuacién
Fiz, 0 9 97 =0 (1)

se llama ecuacion diferencial de segundo orden,

Se supone que F (u, v, w, g) es la funcién continuamente deri-
vable dada de los puntos (u, v, w, g) de cierta regién Q del espacio
cunadridimensional.

Toda funcién y = y (z) que tenga en cierto intervalo la derivada
continua de segundo orden y satisfaga la ecuacién (1) se denomina
solucién de esta ecuacién o curva integral de la misma.

En general, cada una de las soluciones y = y (z} estd definida
en cierto intervalo propio a <z << b. Desde luego, para todo valor
de z de este intervalo el punto

@ v@, ¥ @y 2neQ.

Frecuentemente se imponen condiciones adicionales sobre la solu-
ci6n que se busca. Representan un interés especisl las condiciones

4=
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que garantizan la solucién finica de la ecuacién. Por regla general,
estas condiciones tienen la forma

¥ (%) = ¥o ¥ (@) = ¥y (2)

y se llaman condiciones iniciales. El problema de encontrar una solu-

cién de la ecuacién (1) que satisfaga las condiciones iniciales (2)

gse denomina problema de Cauchy. Desde el punto de vista geométrico

las condiciones (2) significan que de la familia de curvas integrales

que pasan por el punto (x, ¥,) Separamos

“ una determinada curva intsgral que tenga la

! pendiente dada (tg @ = ¥’ (zo) = ¥, fig. 15).

En la ecuacién (1) pueden no entrar ex-

i plicitamente todas las variables z, ¥, ¥"

mas y" si debe entrar, de lo contrario no serd

una ecuacién diferencial de segundo orden.

pieMeLos, 2 4y 4y =0, y'y" 1=

=0,

Resolvamos la ecuacién (1) respecto a y”.
Supongamos que esto sea posible. De la teoria
de las funciones implicitas es sabide que si
la funcién F (u, v, w, g) es igual a cero en cierto punto (We, Vor Wo
g,), tiene derivadas parciales continuas en el entorno de este punto
v la derivada parcial en el mismo '-;—g =& 0, sntonces la ecuacién
F (u, v, w, g) = 0 tendrd, en cierto entorno del punto indicado, una
solucion g = f (&, v, w) que serd Gnica.

Entonces la ecuacién (1) .adquirird la forma

v =f{=z v ¥ (3

donde la funcién f (2, », w) esta dada sobre cierta regién o del espa-
cio tridimensional de los puntos (u, v, w), es continua sobre esta
regién y tiens las derivadas parciales continuas. La funcidén f puede
asimismo no depender explicitamente de algunas de las variables
¥, ¥'. Por ejemplo, esto tiene lugar para las ecuaciones y" =
=9@), ¥y =y +y ¥ =4y =y.
_ Supongamos que cierta curva integral y = y (z) pasa por el punto
{zey Yo) ¥ tieme en este punto la pendiente de la tangente igual al
nimero dado y; (0 sea, ¥ (z)) = ¥or ¥' (%) = Yo)-

De este modo se determina univocaments la segunda derivada de
¥ (z) en el punto x, la cual es igual a

vo = I (2o, Yas ) W= y" (2o))-

No obstants, surge la pregunta: si asignamos z = z, y los nime-
ros arhitrarios yo, ¥, entonces gexiste o no, de hecho, la curva inte-
gral y = y (x) de la ecuacién (3) para la cual ¥ (xg) = Ya e ¥ (xo) =
== y. y cuéin grande es el ndmero de estas curvas integrales? El teo-

Fig. 15.
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rema gue sigue a continuacién muestra que si la funcién f es lo sufi-
cientemente suave en el entorno del punto (x,, Yo, ¥), tal curva
integral existe y es tinica.

TEOREMA. Supongamos que el segundo miembro de la ecuacion (3),
considerado como funcién de ires variables (z, y, y') dada sobre ia
regidn tridimensional w, es continuo y ticne sobre esta regién las deri-
vadas parciales continuas :—;, ;—{.

Entonces, cualquiera que sea el punio (z4, Yo, ¥y) € o, existen el
intervalo (a, b) y la funcidn dos veces continuamente derivable y =
= g ({za)J, determinada sobre éste, la cual satisface la ecuacién diferen-
cia ;

La funcién que posee las propiedades indicedas es tnica. .

Se dice que la funcién y (z) es la solucidn (curva integral) de la ecua-
cién diferencial (3), solucién que satisface las condiciones iniciales (2).
O bien se dice también que esta funcién resuelve el problema de
Cauchy para las condiciones iniciales indicadas.

Es cémodo escribir cada una de estas soluciones en la forma

Ly (m) =y v0 W)

donde y,, ¥, son los pardmetros de la solucién. Estos pardmetros son
independientes: pueden tomarse tales como se quiera, con la finica
condicién de que el punto (z, y, ¥.) € w.

Si se fija z,, entonces a cada sistema de nimeros C; = y,, €y =
=y, (2o, Cy, C4) € w, le corresponderé la solucién de la ecuacién
diferencial (l"i que pueda escribirse (para z, fijo} en la forma

¥y =y(z cll CQL

donde Cy, C,, o sea las constantes arbitrarias, son sus pardmetros.

eieMpro. Hallar la curva integral de la ecuacién y* 4+ y =0
que pasa por el punto (0, 1) y tiene en este punto la pendiente de la
tangente y° (0) = 0.

Es fdeil comprobar que la funcién y = C, cos z - C, sen z es la
solucién de la ecuacién dada para unas constantes €, y C, cuales-
quiera. Luego, y (0) = €, y’ (0) = C,. Para que se cumplan las con-
diciones iniciales es necesario poner C; = 1, C, = 0. Por lo tanto,
la curva integral buscada tiene la forma: y = cos .

§ 1.12. Sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden

Introduzeamos en la ecunacién

=1 v ¥ (1)
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junto con sn solucidén y = y (2), z € (a, b), la funcién z = z (z),
poniendo y' = z. Entonces esta ecuacién serd equivalente al siguien-~
te sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

];":;(x|ylz)} {)

respecto a dos funciones incégnitas y y z.

En efecto, supongamos que y (z), x € (@, b) es la solucién de la
ecuacion diferencial (1). Esta solucién tiene la segunda derivada
continua en (z, b). Entonces z (z) = y’' (x) tiene la primera derivada
continua en (a, b).

Ahora bien, las funciones y (z) y z (z) tienen una derivada continua
y satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales (2).

Y al revés, si las funciones y (z), 2z (z), = € (a, &) tienen las deri-
vadas continuas en.(a, b) v satisfacen el sistema (2), entonces de la
primera ecuacién del sistema (2) se deduce que y (z) tiene la segunda
derivada continua en (a, ) y, sustituyendo z de la primera ecuacién
en la segunda, ohtenemos que y {z) es la solucién de la ecuacién dife-
rencial (1).

El sistema (2) es un caso particular del sistema

%=m (x, ¥, 2)y
dz @
dT=‘p{x' Y. 5)

respecto a las funciones incognitas y y 2.
Este altimo es, evidentemente, un caso particular del sistema

Fz, y, z, ¥, 3) =0, } ]
Dz, y 2 ¥, 2)=0,

donde supondremos que las funciones F y @ sean continuas y tengan
las derivadas parciales continuas respecto a vy, ¥', 2, 2’ en cierta
region de los puntos =z, y, z, ¥, z'.

El par de funciones y (z), z (z) se llama solucidn del sistema de
ecuaciones diferenciales (4) si estas funciones estédn definidas en cierto
intervalo (a, b), dependiente de estas funciones, tiemen derivadas
parciales. y satisfacen en {a, b) el sistema (4).

8i resolvemos las ecuaciones (4) respecto a y' y z’, obtendremos
un sistema que tenga la forma (3) édasde luego, suponemos que la solu-
cién del sistema (4) respecto a y’ y z° es posible lo cual, como es sabi-
do, estd vinculado generalmente con el hecho de que el jacobiano

D(F, )

DG ) no sea igual a cero).
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Las ecuaciones (3} {6 (4)) forman un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden respecto a dos funciones incégnitas

¥y Vs ;

El sistema (3), resuelto respecto a -g. j‘Ev se llama normal,

Para el sistema normal (3) es véilido el siguiente teorema de exis-
tencia.

TEOREMA 1. Supongamos que las funciones @ (z, ¥, 2) Y ¢ (&, ¥, 3)
son continuas y tienen unas derivadas parciales continuas respecto a y
y z sobre la regidn o de los puntos (z, y, z) y supongamos que se da un
punto arbitrario (zy, Yo %) € @.

Entonces ezisten un intervalo {a, b) y unas funciones continuamente
derivables y = y (z), z = z (x), definidas sobre. éste, que satisfacen el
sistema (3) y las condiciones iniciales :

Y (x0) = yar z (z0) = 2. (5)

Las funciones indicadas y = y (z), z = z (z) son dnicas.

En este caso, si las funciones ¢ y  tienen derivadas parciales con-
tinuas de orden p, entonces las soluciones y (z) y z (x) son continuamente
derivables p - 1 veces en el intervalo indicado (a, b).

Anteriormente hemos mostrado que la solucidn de la ecuacién (1)
de segundo orden respecto a una funcién puede ser reducida a la solu-
cidn de dos ecuaciones de primer orden respecto a dos funciones incég-
nitas (el sistema (2)).

El sistema general de ecuaciones diferenciales de primer orden
que tiene la forma (3) se reduce asimismo a la solucién de una ecua-
cidn diferencial de segundo orden. En efecto, sustituyendo en el siste-
ma (3) en vez de y y z cierta solucién ¥ = y (z), z = z (z) del mismo
y derivando la primera ecuacién respecto a z obtenemos

d?

L. R e "
= Toy Pt v=0(, 4 2). (©)

Junto con (6) examinaremos la primera ecuacién (3)

dy
=0y 2) ™
en la cual se han sustituido ¥y = y (z) y z = z (2).

Hallemos z de (7) (z = % (z, ¥, ¥')) ¥ sustituydmosla en (8),
obteniendo de esta manera la ecuacién diferencial de segundo orden

:an'=q’(zl ¥ x(z, v, y'))s.‘\(z, L y') (8)

respecto a la funcién examinada y = y (z).
Hemos obtenido que si y () y z (z) son las soluciones del sistema
(3), entonces y (z) es la solucién de la ecuacién de segundo orden.
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Desde luego, para poder realizar estos célculos se han necesitado
nuevas propiedades de las funciones ¢ y : la derivabilidad continua
de @ respecto & z, y, z y la posibilidad de resolver la primera ecua-
cién (3) respecto a z.

§ 1.13. Ecuacién diferencial
de 77 -ésimo orden

La ecuacién
ﬁ' {‘t| 5’- y,! -y y‘”:‘) = 0 ”-)

se llama ecuacion diferencial de n-ésimo orden.
Aqui F (u, vy, ©y, .. .. ¥y} s una funcién, continua junto con

. . F s Fie
sus derivadas parciales %— s P;‘« sobre cierta rogién & de los
1}

n
puntos (&, vy, ¥, ..., ;) del espacio de (n -4 2} dimensiones.
Resolviendo la ecuacién (1) respecto a y™, obtenemos

v o=f(x py, .. 85" (2)

Es vélido el teorema siguiente.

TEOREMA 1 (DE EXISTENGIA), Supongamos que el segundo miembro
flz u ¥y, ... Y1) de la ecuacidn (2), examinado como funcidn
de n + 1 variables, es conlinuo y tiene en cierlo entorno £} del punto
(xoy Yo» Yo» - .- YUV las  derivadas  parciales  conlinuas
af 8t af
3?‘! E’F 'ICEE B;,r(Tl}‘

Entonces existen un intervalo (a, b) y una funcion y == y {x) n veces
continuamente derivable, definida en éste, que satisface la ecuacién (2)
y las condiciones iniciales

Y () =Yo. ¥ (@) =¥s ..o ¥ Vlze) =yt (3)

La funcién y = y (x) que posee las propiedades indicadas es la
dnica.

Ahora bien, y (z) es la solucién de la ecuacion (2), solucién que
satisface las condiciones iniciales (3).

Si se fija z,, entonces a cada sistema de nimeros

Co=ygp Co=Ypn -+ Co=y3 "
que poseen la propiedad
{xm C]_v e | Cn) Eg

le correspondera la solucién de nuestra ecuacién diferencial la cual
(jpara z, fijo!) se puede escribir en la forma

y=ylx 6, ... Cy). (4)
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Como resultado obtenemos una familia de soluciones de nuestra.
ecuacién diferencial que dependen de n pardmetros C,, ..., Cy.
cada sistema determinado (C,, ..., C,) de parimetros
((zo, €1y . . ., Cp) € Q) 1 corresponde su propia solucién de la ecuacién
diferencial (con su propio intervalo de definicién).
- En la ecuacién (2) se puede introducir nuevas funciones

h@=y va@@=y,... @ =y"D

En cualquier caso todas ellas tienen la primera derivada continua..
Entonces la ecuacién (2) resulta equivalente al siguiente sistema:
de n ecuaciones diferenciales de primer orden:

dyr _
Gz T ¥

dy
r a2

dyn-y

dz o Um

d
%Ef(xl yli yz, ey yn)'

El sistema (5) es un caso particular del sistema

d,
%=¢Pi{$| Vi -« -5 yn)-

d ()
:: :’pn{‘r’ iy vony yn)r

((z' yi‘ $:0.09 yll)EQ)

de n ecuaciones diferenciales de primer orden respecto a n funciones.
incégnitas ¥y, . . -, ¥a.

Este es un sistema normal (resuelto respecto a las derivadas %i
(=1, ..., n). Es un ceso particular del sistema
Fj{x»yn---u yn)=0 U=1|'--9 n)‘ {7,'

Es valido el teorema.

TEOREMA 2 (DE EXISTENCIA).  Supongamos que las funciones
@iz ¥, - - ) G =1, ..., n) soncontinuas, tienen las derivadas
parciales continuas de primer orden respecto a todas las variables,
comenzando con la segunda, én cierta regién Q de los puntos (z, y,, . . .
.+« Yn) Y supongamos también que estd dado un punto determinado-
{Zgy Yros + « +» Yno) de esta region.
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Entonces existen un intervale (a, b) y las funciones derivables con-
tinuamente y, (z), ..., yn (z), definidas en éste, que satisfacen el
sistema (6) y las condiciones iniclales

W (Zo) = Y10y + - 1+ Un (To) = Yno- . 8

8t las funciones @; (z, ¥y - . ., Yn) sobre la regién Q son p veces
continuamente derivables, entonces respectivamente las soluciones del
sistema y; (z)} (f =1, . . ., n) poseen las mejores propiedades: tienen la
derivada continua de orden p + 1.

5i se fija x4, a cada sistema de nimeros

CL =t «+ Ca =.!J'nn (zor Coy - .. CR)ER

le corresponde la solucién del sistema (6) la cual puede escribirse
(ipara z, fijol} en la forma

y=y( Gy ..., G ®

donde Cy, ..., Cy, o sea las constantes arbitrarias, son los pari-
metros.

Anteriormente hemos sefialado que la solucién de la ecuacién
do n-ésimo orden se puede reducir a la solucién de un sistema de r
ecuaciones diferenciales de primer orden con n incégnitas. Es justa
asimismo la afirmacién inversa: la solucién del sistema (B), para
determinadas condiciones, puede ser reducida a la solucidn de clerta
ecuacién diferencial de n-ésimo orden con una funcién incégnita.

La demostracién de esta afirmacién inversa representa el desa-
rrollo de la afirmacién respectiva en el caso de n = 2 (véase el §1.12).

eJEMPLO. Reduecir el sistema

dy

=W+t
d
:: =9‘3"29‘3'_
%=Ut+y:

a una ecuacién diferencial de tercer orden.

educiremos nuestro sistema a la ecuacién diferencial respecto
ala funcién y, (t). Derivando la primera ecuacién del sistema, tenien-
do en cuenta las otras dos, tenemos

an d F dys
Ge S TR Ty oy, —

Derivando una vez m&s, se obtiene

a3 d? d d d’g d
df‘i yl 'f——df‘*f‘ e ""‘—:f = dﬂl + ‘E“"l‘—yl"l‘ya_:ays- (10)




§ 1.14. Reduccién del orden 59

A base del sistema de ecuaciones

d| ;
-‘;?;—’=yl-ry-g-!- Y3

i (1)
—Eﬁ"= - tht—ys
expresamos ¥, e y; mediante y; e y{, yi:
1 ”
Y= (¥, — 241
(12)

1 . I
Va=-3 (—yi+2up)-

Sustituyendo estos valores de y, e y, en (10), se obtiene la ecuacién
buscada de tercer orden respecto a la funcién y, (f):

i = 3yi o+ 24 + 23 = 0.

Resolviendo esta ecuacién, encontramos la funcién y;, luego
con ayuda de las férmulas (12) hallamos las funciones y, e y,.

§ 1.14. Reduccién del erden
de una ecuacién diferencial

En muchos casos se logra reducir la ecuacién diferencial de n-ésimo
orden

Flzy yy ¥’y - - p™) =0 (1)

a una ecuacién diferencial de orden mis bajo introduciendo una
nueva funcién incoégnita. Examinemos algunos tipos de ecuaciones
que permiten reducir el orden.

I. Supongamos que el primer miembre de la ecuacién (1) no
contiene explicitamente la funcién buscada y, o sea, la ecuacién
tiene la forma

Flzy 'y - ™) = 0. 2

Introduzcamos la nueva funcién z (z) = y’ (z), entonces z’' =

=y” ..., 2"D = y™yla ecuacidn (2) se escribird de la siguiente
‘manera:

Fz, z, 2, ..., 2°0) =0, (3)

o sea, respecto a la funcién z (z) ésta representa una ecuacion del
orden (n — 1).
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Conviene sustituir una solucién cualquiera z (z), a <<z <b,
de esta ecuncién en la ecuacién diferencial y' = z (z) y resolver
esta 0ltima respecto a y: -

y=Sz(::)dz+C.

Ha aparecido una constante arbitraria. Con frecuencia algunas
soluciones de la ecuacién diferencial (3), pero no obligatoriamente
todas, forman la familia de funciones

z=9(x € ..., Cpny), 6 <z <bh

que dependen de n — 1 pardmetros Cy, ..., C,. Le corresponde
la familia de soluciones y de la ecuacién diferencial (2)

y= S plx, Cyy ... Cuddz4C,y

que dependen de n pardmetros Cy, . . ., €, (€, = C).

EIEMPLO 1. y* =) 1+ ¥

Aqui la funcién y (z) no entra explicitamente en la ecuacién.
Poniendo z = ', encontramos z' = y” y nuestra ecuacién toma la
forma z' = 1 -+ #*. Separando las variables, tenemos

dz - - dr -
1+2,—-dx, x+01—§vm In(z4+ V1429,

o sea,

2V IF22=e"+t01 1 22 = e2x+00 — 2262401 | g2,
gom _%. (e5+€1 — g=x+C) = sh (z + C,).
Clé:ero 2=y, de donde dy = sh {x + C) dz, y = ch (z + C,) +
+ C,.
I1. Supongamos que el primer miembro de la ecuacién (1) no
. ¢ontiene explicitamente la variable independiente x:
F f!h y’l vem ¥ = 0. (4}
En esta ecuacién consideremos y como variable independiente
e ¥', como funcién buscada. Designemos y' = z (y). Entonces

T Tdzr T dzx  dy dz =Hytds
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Sustituyendo estos valores en (4), obtenemos la ecuacién diferencial
de orden (» — 1) respecto a 3. Supongamos quez = z (), & <<y <<B,
es la solucién de esta scuacién dlferencial solucién que se distingue

de cero en (z, f§). Puesto que z {y) = E‘ entonces

O s (o
e YT 5 2(y) +E asrwih

Hemos obtenido la solucién y (z) de la ecuacién inicial (4) en la
forma implicita. Ademdés, esta solucién depende de la constante
arbitraria C.

Sin embargo, con frecuencia las funciones z == z (y) sé obtienen
en forma de familias de funciones

z=z(y, C],t oy H-‘l)l G<:y‘ {ﬁ‘

que dependen de n — 1 pardmetros Cy, ..., €, ;. Las soluciones
y (x) que les corresponden forman, a su vez, la familia

y=y(‘z' Cl! LR RE ] C}
de funciones que dapenden de n pardmetros &y, . . ., C, (C,, =
BIEMPLO 2. y'% + 2yy”

Aqui z no esté prasante explicitamante. POr €80 pPONEMOS Yy ==

=z (y), y" = ‘;—i = 5’-:?2’—) = z-z;. Sustituyendo estos valores en la

ecuacién, tenemos z* - 2yzz, = 0 o bien z (z -+ 2yz;) = 0. De aqui
z2=0y 2+ 2yz; = 0.

5iz=0, entonces 2% — 0, y = const.

dz

Si z - 2yz; = 0, entonces, dividiendo las variables, obtenemos

& _ 4 = s

z" 2 cl 1“1/-' e

dy ‘/.,. Viydy=cC,dz, Ty”z:(.',x—f—cz.
[1I. El primer miembro de la ecuacién (1) es una funcién homo-
génea de grado m respecto a las variables y, ¥', . . ., ¥, o sea,

Fla ty, ty', .., g™ =1t"F(z, ¥, ¥ .., ™) (t >0).

Para reducir el orden, introducimos una nueva funcién z (z) con
ayuda de la férmula

y' =y-z (y+*0)
Entonces

<A =P = b = ST

y"" = yo {z e z("“")
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Sustituyendo estos valores en la ecuacién (1), obtenemos
Flz,y, y5y @ +2) .. wy0@2,..., 2 ) =0
o en virtud de la homogeneidad de la funcién

¥y Flz,4,z,24+2,..,0( 2, ..., 200 =0
Puesto que y 5= 0, obtenemos la ecuacién diferencial de orden (n — 1)
Flx, 4,2 ..., 0 2, ..., s M)=0

Supongamos que z = z (z) es la solucién de esta ecuacién. Como
s (z) = y'/y, entonces

%?-.:z(x)dx, ]nl%l= S z(r) dx,

y=C‘exp(j z(z)dz) P

donde C es la constante arbitraria. Y si resuita que
z=9(x, Cp ... Coy)
entonces

y = Cp exp (jqa (x. Ciy v oo Cry) dz) ;

donde C,, . .., C, son constantes arbitrarias.

EJEMPLO 3. Vamos a resolver con ayuda de este método la ecua-
cién del ejemplo precedente.

La funcién F (z, ¥, ¥, ¥*) = y'? -+ 2yy " es homogénea de segundo
grado respecto a y, ¥', ¥". La funcién y (z) = O es la solucién de la
ecuacién. Supongamos que y 5= 0. Poniendo y' = z-y, tenemos
y” = y (& + z*. Sustituyendo estos valores en la ecuacién, obtene-
mos

Wa)* -+ 27 (2 +29) =0 (y+=0)
De aqui 32* + 2z' = 0. La funcién z = 0 es la solucién de la ecua-
cién dada (entonces y' = 0, y = C es la solucién de la ecuacién
inicial). Sea z 5= 0, entonces

—--—:—g‘-:da:, -g-z"=x+6'1. z=-;-(.1:+C,]"‘;

./ R P R,
‘Twzdz_T 240y !

]nl—y—-|=lln [z+Cyil, p=Colz+C¥?
5 |=3

o3 la solucién general. Sefialemos que la solucién y == 0 se obtiene
de la general para C, = 0.
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§ 1.15. Ecuaciones
diferenciales lineales
de orden superior

Se llama ecuacisn diferencial lineal de n-ésimo orden la ecuacién que
tiene la forma ;
Y P @YV E @Y @y =70, )

a<<x <Zh,

donde £ (z), po (%), .. .. Pn-y (z) son las funciones dadas que son
continuas en el intervalo (2, b). Designemos el primer miembro de
la ecuacién (1) por L, [yl = L [y}. Este se llama operador diferericial
lineal de n-ésimo orden.

El operador L (y) poseo las propiedades siguientes:

1) LIC,] = CL [yl, o sea, la homogeneidad del operador;

2) L [y = yal = L[] + L ly,l, o sea, la aditividad del opora-
dor.
Sefialemos que el operador homogéneo y aditivo se denomina
lineal.

Sobre la base de estas propiedades obtenemos facilmente que

LIY Canl= 2 Cullp), (2
k=1 he=1{

donde C, son las constantes arbitrarias.
BIEMPLO t. Sea L [yl = y" ++ p.

Es fé:cil ver que Llsenz] = —senz +senz =0, L[z =
== 2 4 23
La ecuacién (1) se puede escribir en la forma
Liyl=L,[yl =1 (2), a <z <b. (1)
Si f (z) = 0, la ecuacion
L[yl =0, a <z <b, (3)

se llama ecuacibn diferencial homogénea lineal de n-ésimo orden.
Teniendo esto en cuenta, la ecuacién (1) se denomina no komogénea,

Consideramos que las funciones f (z), py (z), .- -, Pa-y (z) sON
continuas en el intervalo (e, b). Se puede demostrar que para tales
funciones la ecuacién diferencial (1) tiene la unica solucién, definida en
el mismo (1) intervalo (a, b), que satisfaga las condiciones iniciales

¥ @o) = Voy ¥ (@) = Yo vy y"U(z,) = yto-,

Ademds, st las funciones py (z) y f (z) tienen en (a, b) unas derivadas
continuas de orden q, entonces la solucién indicada y (z) tiene en (a, b)
unas derivadas continuas hasta el orden n + q, inclusivamente.
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TEOREMA 1. Sily, « . ., Um Son las soluciones de la ecuacién homogé-
m

nea (3), su combinacidn lineal D) Cpyy asimismo es la soluctén de la
T

ecuacién (3).

Esto se deriva de la ecuacién (2).

Introduzcamos el concepto de dependencia lineal de las funciones
por analogia con el concepto respectivo para un sistema de vectores.

Las funciones y, (z), ..., Um () se llaman dependientes lineal-
mente en (@, b) si una de ellas es la combinacién lineal de otras
V z € (a, b). En otras palabras, las funciones y; (z), ..., ¥m (z) se
denominan linealmente dependientes en (a, b) si existen los niimeros
Qy, . . ., &y de los cuales al menos uno no es igual a cero, tales que

ay (2 + ..k ephm (2) =0, 2 <z <b. (4)

Si la identidad (4) no se cumple sino en el caso cuando todos los
<«; = 0, las funciones y,, . . ., ¥m s¢ Haman lirealmente independientes
en (a. b).

El sistema de n ecuaciones linealmente independientes, en el
intervalo (a, b)

i (I)v Ya (I), vvon Un (I)

de la ecuacién diferencial homogénea de n-ésimo orden (3) con los
coeficientes p; (z) continuos en (e, b) se denomina sistema fundamental
de soluciones de esta ecuacién.

Para resolver la ecuacién diferencial homogénea lineal de n-ésimo
orden (3) con los coeficientes continuos py (z) as necesario hallar su
sistema fundamental de soluciones.

Conforme al teorema 1 una combinacién lineal arbitraria de las
soluciones y; (z}, o sea, la suma

y=3 Cut (2), ®)
h=1

donde C, son nimeros arbitrarios, es a su vez la solucién de la ecuacién
(3) en (a, b). Sin embargo, resulta justa también la afirmacién in-
versa, o sea, toda solucién de la ecuacidn diferencial (3) en el inter-
valo (a, b) representa cierta combinacién lineal de sus soluciones
particulares indicados y; (z), independientes entre si, (véase a conti-
nuacién el teorema 4) que forman el sisterna fundamental de solu-
ciones.

Ahora bien, la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea
(3) tiene la forma de (5), donde C), son las constantes arbitrarias ¢ yy ()
son las soluciones particulares (3) que forman el sistema fundamental
de soluciones de la ecuacién homogénea.
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Notemos que la solucién general de la ecuacién no homogénea (1)
es la suma de una de sus soluciones particulares y, (z) y de la solu-
cién general de la ecuacién homogénea

yMmeféQmw- (6)

En efecto,

L l=La Wl + 2 CoLly =1 (&) +0={ ().

Por otro lado, si y es una solucién arbitraria de la ecuacién (1),
entonces

Lonly —yol = Loy — Ly [yo) = f (z) — f(z) = O

¥, por consiguiente, ¥y — y, es la solucién de la ecuacién homogénea;
pero entonces existen tales nimeres C; para los cuales

Y (2) =y (z) =J§‘ Cy; (2),

0 sea, para estos nimeros se cumple la igualdad (6).

TEOREMA 2. Si las funciones yy (z), ..., ym (z) son linealmente
dependientes en (a, b) y tienen las derivadas hasta el orden (m — 1),
entonces el determinante

yl (1‘) “ew ym ("“:} I
yile) s pla(a) =0 (Vz€(a b). (7

W (@) ...y (2)

El determinante (7) se llama determinante de Wronski M o wrons-
kiano y se designa por el simbolo W () = W [y, . . ., Yml.

DEMOSTRACION. Puesto que las funciones y, (z), ..., ym () son
linealmente dependientes en (a, b}, existen tales niineros - T
no todos iguales a cero, para los cuales se cumple la identidad (4}
en (2, b). Deriviandola m — 1 veces, obtenemos el sistema de ecua-
ciones

a o) + .. Gl (2) =0,
ayi (@) + ... A Gy, (2) =0,

alyﬁm_“ ®+.. .+ C"-my:(:-” (z) == 0.

'} J. Wronski-Hoene (1778-1853), matemético polaco.

5-180
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Este sistema homogéneo tiene segin la condicién una solucién
no trivial a,, . - ., &m (0 sea, al menos un c; = 0} cuando VY z € (e, b).
Esto Gltimo es posible cuando el determinante del sistema, que es el
determinante de Wronski W (z), es idénticamente igual acero. El
teorema queda demostrado.

Observacién 1. Del teorema 2 se deduce que si W (z) 5= 0 al menos
en un solo punto de (a, &), las funciones ¥, . . ., ¥m Son linealmente
independientes en (a, b).

EJEMPLO 2. Las funciones 1, z, ..., 2™-! son linealmente inde-
pendientes en cualquier intervalo (z, b), ya que

1 = z* ... ™t
0 1! 2z...(m—1)z™?

W, @ eooy 804 =

=1-11 21 ... (n—1)15%0.

BjEMPLO 3. Las funciones et , . .., e*=* son linealmente inde-
pendientes en un intervalo cualquiera (a, b), si &y, . . ., koyy SON MGme-
ros diferentes.

En efecto

eh= cow BT

LItd Rm*
Wiehs, ..., ehm:'] = keyehv s K@

PR P

k, 18“:‘ PR it 18 ™
k .
Rit. . bR LR m
9( 1 mIx | ik 0.

puesto que el dltimo determinante es el determinante de Vandermon-
de D el cual para diferentes &y, . . ., kn, no es ignal a cero.

2JEMPLO 4. 'Las funciomes =, ze**, . . ., #™-1¢*" son linealmente
independientes en un intervalo (z, b) cualquiera.

Como e** =0y

0y T st G T = T [+ 0pZ 4 et ™),

la independencia lineal de las funciones indicadas se deduce del
segundo ejemplo.

TEOREMA 3. Pare que las solucionesy; (), - - s ¥n (z) de la ecuacién
diferencial homogénea lineal Ly [y] = 0 con los coeficientes continuos

1) Véase nuestra libro «Mateméticas superiores. Elementos de Algebra lineal
y de geometrin analiticas, § 2.
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sean linealmente independientes en un intervalo (a, b), es necesario y
suficiente que W ly,, . . ., yn] 5= 0 para todos los valores de x € (a, b).

pemostrRacion. 1) 8i W (z) 55 0 en (a, b), entonces las funciones
# (), .. ., ¥a (z) son linealmente independientes sin importar el
hecho de que sean o no las soluciones de la ecuacién L, [yl = 0
{véase la observacién 1).

2) Supongamos que ¥, ..., ¥n Son las funciones linealmente
independientes en (a, b) y son las soluciones de la ecuacién L, [y] = 0,

Vamos a demostrar que W (z) % 0 en todos los puntos e (a, b).
Admitamos lo contrario, es decir, admitamos que existe el punto
z = zy €la, bl en el cual W (z;) = 0. Escojamos los nimeros
Gy, + .+ Cn, Simultdneamente desiguales a cero, de modo que sean
las soluciones del sistema

@iy (Z} 4« o o+ Ay () =0
“l!i'; () + ... +anyn () =0,

o (@ o o T P 2y =0

Esto se puede hacer, ya que el determinante del sistema (8) es
W (z,) = 0. Entonces, en virtud del teorema 1, la funcién y =

(&)

= 2 ay; (x) serd la solucién de la ecnacién L, [y] = 0 con con-
i=1

diciones iniciales nulas
y(xe) =0, y' (z) =0, ...,y (z;) = 0 (segin (8)).

Sin embargo, las mismas condiciones las salisface también la

solucién trivial y == 0. En virtud del teorema de existencia y de

unicidad, la solucién que satisfaga estas n condiciones iniciales puede
n

ser una scla y, por lo tanto, 2 oy (x) = 0 en (a, b), o sea, las
i={

funciones ¥, . . ., ¥» son linealmente dependientes en (a, b) lo que

no hemos supuesto. El teorema queda demostrado.

Si p; (x) son las funciones discontinuas en el intervalo donde
buscamos la solucién, entonces la ecuacién L, [y} = 0 puede tener
ne una sola solucién que satisface las condiciones iniciales y (z,) =

=y (zg) = ... =y"Y{x,) =0 y entonces es posible que
W (z) EO en (a, b).

EJEMPLO 5. Es ficil comprobar que las funciones

(x—1), O<Taz<li,
¥ (x)=
0, 1<z,
0 0z,
yz('r)=l (I——-i}“. 1l g2 (@ =2}

5+
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son linealmente independientes en (0, 2) y para ellas W (z) == 0
en (0, 2).
Esto estd ligado al hecho de que la funcién y = Cyyy + Coy,
es la solucion general de la ecuacion
" C((G‘.—j) ity
V= v=0

donde p, (z) = — -G-E-E:‘__—i;,),— es discontinua en el punto z = 1.

Para esta ecuacion el teorema de existencia y de unicidad no tiene
lugar (en el entorno del punto z = 1). No solamente la funcién
y = 0 sino también la funcién y, (2} es la solucién de la ecuacién
diferencial, tal que satisface las condiciones inicialesy = Qe y’ =0
cuando z = 1.

TEOREMA 4 (ESTRUCTURA DE LA SOLUCION GENERAL). Si ¥y, ..., Un
son las soluciones linealmente independientes en el intervalo (a, b), de la
ecuacion diferencial homogénea lineal de n-ésimo orden L, |yl = 0
con los coeficientes continuos p; (x), @ <Zx < b, entonces la funcidn

y(;ﬁ:):j:":,j Cryp (7), a<Cr<Ih, (9

donde €, son las constantes arbitrarias, es la solucidn general de la
ecuacién L, y] = 0, o sea, la suma (9), cualesquiera que sean Cy,
es la solucidn de esta ecuacion y, viceversa, toda solucidn de esta ecuacion
se puede representar en forma de la suma (9) para los valores correspon-
dientes de Cy. .

DEMOSTRACION. Ya sabemos que la suma (9), cualesguiera que
sean Oy, es la solucién de la ecuacién L, [y] = 0. Supongamos lo
inverso que z = z {(z) es una solucion arbitraria de esta ecuacidn.
Pongamos

2(x3) =3y, 3 (o) =24y « ..,y 2"V (Tp) = 2,7V, (10

Para los niumeros obtenidos 2z, 23, ..., z{3-Y planteemos un
sistema lineal de ecuaciones respecio a los mimeros incégnitos Cy:

n§1 Crlix (%) == Iy,
.............. 1)

n
r.zi Chy&n_” {z) = zi!"- ",

El determinante del sistema (11) W (z,) no es igual a cero, ya que
1as funciones y,, . . ., ¥ Son las soluciones linealmente independien-
tes, en (a, b), de la ecuacién L, [yf = 0. Por eso existe un Wnico
gistema de niimeros C§, . .., C% que satisfacen las ecuaciones (11).
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Sustituyéndolos en (9), obtenemos la solucién de nuestra ecuacién en
la forma

y= l Ciyn (x),

solucién que satisface las mismas condiciones iniciales (10) las
cuales satisface z (z). Pero entonces, sobre la hase del teorema de.
existencia y de unicidad tiene lugar la igualdad z (z) =y (z),
x € (a, b). El teorema queda demostrado.

Ahora bien, para encontrar la solucién general de la ecuacién
homogénea L, [yf= 0, es suficiente hallar cualesquiera n soluciones
linealmente independientes de esta ecuacién y entonces la solucién
general serd su combinacién lineal (9). Recordemos que hemos con-
veniido en lamar a todo conjunto de n seluciones particulares lineal-
mente independientes de la ecuacién L, |y = O sistema fundamental
de soluciones de esta ecuacidn.

Surge la pregunta: ;Exisle o no en todos los casos un sistema
fundamental de soluciones para la ecuacién diferencial homogénea
dada {3) con coeficientes continuos? Mostremos que existe en todos
los casos.

Demos n vectores

all) = (1, 0, T O}t
a® = (0, 1,0, ... 0),

a™= (0, 0, ..., 0, 1)
A cada uno de estos vectores le haremos corresponder la solucién

¥y {x) de la ccuacion (3). Supongames que precisainente g, {z) es la
solucion -que satlisface las condiciones iniciales’'

v lze) =0, gi(z) =0, ..., ' (2} =0

PV @) =1, Y (@) =0, ..., g V(z) =0
(=1, 2, ..., n).

El determinante de Wronski W (z) para este sistema de soluciones

ceuando z = x4 (@ << x, < b) es, evidentemente, el determinante de
la matriz compuesta de los vectores atV, . . ., a™. Es igual a 1:

W (z,) = 1 5= 0.
Pero entonces el sistema de solucmnes Yir + » o Yu €8 hncalmente

de ‘Wronski serla idénticamente igual a cero.
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§ 1.16. Ecuaciones homogéneas lineales
de 7:-ésimo orden con coeficienfes

constanfes
La ecuacién
Lo [y} =y + poacgy ™ D4 .o+ Py A Py =0, (1)
— o0 < X< 00,

donde p, (i =0, 1, . .., n — 1)sonlas nimeros constantes se llama
ecuacion diferencial homogénea lineal de n-ésimo orden con coeficientes
constantes.

Para resolver la ecuacién (1) es necesario hallar cualquier sistema
fundamental suyo de soluciones, o sea, hallar cualesquiera n solucio- :
nes particulares suyas y; (z), ..., ¥» () que forman un sistema
linealmente independicnte sobre todo el eje y entonces (véase § 1.13)
la solucién general de la ccuacién (1) temdri el aspeclo

y=0Cuy (2} + ... + Caya (z)

donde C,, ..., €, son log nimeros constantes arbitrarios.
Busquemos las soluciones particulares de la ecuacién (1) en la
forma y = e**, donde k es un nimero constante. Entonces

y' — ke’“‘, y" f— ksehx‘ it y{ﬂ) == kneh:_

Sustituyendo estos valores de las derivadas en (1), obtenemos
Lo le") = e [K" + pao k™ 4 . .. + Pk + ol = 0.

Como e"* = 0, entonces
Ry(B) s k" 4-pp)" 4 - prhi - pp=0. (2)

Ahora bien, si & es la raiz de la ecuacién algebraica (2), la funcién
y = €'~ es la solucién de la ecuacién (1) y al revés. La ecuacion (2)
ge dice caracteristica Para la ecuacién (1). Esta puede obtenerse de
{1) si las derivadas y! se sustituyen, respectivamente, por los niime-
ros & (f =0, 1, ..., n). Y viceversa, por la ecuacion (2) es fécil
reconstruir la ecuacién (1). Como es sabido, la ecnacién (2) tiene n
raices, tomando en cuenta la multiplic dad. '

1°. Supongamos que las raices de la ecuacién (2) Eia o oey B
son diferentes. Entonces n funciones

v, ghnE (3}
son las solucionmes de la ecuacién (1) y, ademds, son linealments

independientes en {(—oo, oco) (véase el ejemplo 3, § 1.15), o sea,
forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién (1).

gh-‘ﬁ‘ eh ",



§ 1.18. Ecuaciones homogéneas lineales 74

Por eso en este caso (véase § 1.15, teorema 4) la solucién general de
la ecuacién (1) se eseribird en la forma

y(@ =2 Ciey, . (%
j=1

donde C; son las constantes arbitrarias,

EJEMPLO §. A la ecuacién y" — 5y’ - 6y = 0 le corresponde la
ecuacién caracteristica &* — 5k + 6 = 0 con las rafces reales simples
k, = 2, k, = 3. La solucién general es y = C,e® + Cye*.

EJempLO 2. A la ecuaciébn y* — 2" — y' - 2y = 0 le corres-
ponde la ecuacién caracteristica &% — 2k* — k +2 =0 o bien
( — 2) (k* — 1) = 0. Las raices son simples: k, =2, k, =1,
kg = —1. A &stas les corresponde la solucién general de la ecuacién
y = Ce®™ L Cpe* - Cpe—=,

Si los nimeros p; son reales y una raiz cualquiera k; es compleja
(ky = a 4+ i, p 5= 0), entonces entre las demds raices debe existir
una raiz conjugada (k, = o — if, s # j). Puesto que las funciones
complejas ele+iblx, eta—i8)x gon las soluciones de la ecuacién (1),
entonces (véase el teorema 1, § 1.15) la funcién

.;_Ig(a+{ﬁ).t_i. plo= iﬂ]:} = e%T oS ﬁ:r, (5)
al igual que la funcién
'_317 ele+iBx — pla=iB] = gax son Pz, (6)

es, a su vez, la solucion de la ecuacién (1). Aqui hemos utilizado
las férmulas de Euler e*i* = ¢os z == { sen z.

Las soluciones (5) y (6) son funciones reales y on esto consisto su
ventaja ante las funciones exp (ksz) y exp (k,z); ésta es la razén por
la que ellas sustituyen frecuentemente en el sistema (3) estas iltimas
funciones.

Se puede demostrar que el sistema modificado (3) es linealments
independiente en {—oo, oo).

EJEMPLO 3. A la ecuacién y" -+ y = 0 le corresponden la ecuacién
caracteristica k* 4- 1 = 0 y las raices complejas i, = i, k, = ~i
:onjugadas entre si. En forma exponencia la solucién tiene la
orma

y=Ce™ 4 Cpe'*,
Utilizando las férmulas de Euler, la solucién general se puede eseribir:
y=2C (cosx +isenz) 4 C, (cosx — isen z) =
= (C; + Cy)eosz 4+ i(C, — Cy)senz = A cosz + B sen 2.
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Aqui 4 y B son las constantes arbitrarias, porque las ecuaciones
A=C; +Cy B=1i(C, —C,) pueden ser resueltas respecto &
C, vy C, para A y B cualesquiera.

EJEMPLO 4. A la ecuacién y” + y' + y = 0 le corresponde la
ecuacién caracteristica k2 4+ & + 1 = 0 con las raices

1 i
by p= g 5

La solucion general de la ecuacién se escribird asf

3
y=e~%/2 (Clcos%_gx-i-casen —1-2—3 ) ;

2°. 8i k; es la raiz del orden de multiplicidad m, entonces en ol
sistema (3) aparecon m Innciones iguales

T i (T S (7)

y el sistema (3) deja de ser linealmente independiente. En este caso
{cuando k; es una rafz mdltiple) resulta (véase a continuacién el
lema 1) que las funciones

ghix, gehix, | gMlghs (8)

también son las soluciones de la ecuacion (1) que forman un sistema
linealmente independiente en cualquier intervalo (a, b) (véase a
continuacién el lema 1). Por regla general, ellas sustituyen las
funciones (7) en el sistema (3).

Si tal sustitucién se lleva a cabo para todas las raices miiltiples,
el nuevo sistema obtenido sera, como puede demostrarse, linealmente
independiente.

EJEMPLO 5. A la ecuacién y” — 2y' + y = 0 le corresponde la
-ecuacidén caracteristica A? — 2k 4+ 1 = 0 que tiene una raiz de
segundo orden de multiplicidad # = 1. Por eso la solucién general
de esta ecuacién se escribe en la forma y = C,e* 4 C.ae*.

EJEMPLO 6. A la ecuacién p» 4+ 3y" 4 3y’ +y = Te correspon-
de. la ecuacién caracteristica A® 4 34k*4-3k 41 =0 o bien
(4 -+ 1)® = 0, de donde &k = ~—1 es la raiz de tercer orden de multi-
plicidad y, por consiguiente, la solucién general tiene la forma
y = ¢ (C, + Cor + Cy2?).

Para p; reales, si &, = @ 4 if es una raiz compleja de orden de
multiplicidad m, entonces &; = a — if es asimismo la raiz de
orden de multiplicidad m a la cual le corresponden las soluciones

e :cei"', G LM -lghue 8y
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que surgen en la serie (3). Escribamos més detalladamente las solu-
ciones (8) y (8")
e(m—s\{is}x‘ xe(ﬂ‘--l-iﬁ]x' — xm-ie{n+iﬂj:¢.

e(“_"*ﬂ}“', ze(a—is}:l e gMlgla=1f)x,

Sumandolas, respectivamente, y dividiéndolas entre 2 o bien restén-
dolas y dividiéndolas entre 2i, obtenemos dos sistemas ds scluciones
reales de la ecuacién (1)

e** cos fxr, ze**cosfz, ..., ™ te®* cosfz, } 9
e sen P, xe*=senfr, ..., 2" 'e**sen Pz ®)
las cuales sustituyen las funciones complejas (8) y (8') en la serie (3).
Queda por observar que se puede demostrar que si semejante
sustituci6n se efectia para todas las raices miltiples de la ecuacién
caracteristica, entonces las funciones del nuevo sistema forman un
sistema linealmente independiente de soluciones de la ecuacién (1)
en cualquier intervalo (a, b).
eJEMPLO 7. A la ecuacién diferencial y® + 2" +y =0 le
corresponde la ecuacién. caracteristica k% 4+ 2k* +1 = 0 o bien
(k* + 1)® = 0, de donde k; = i y k; = —i son las raices de segundo-
orden de multiplicidad. Por eso la solucién general de la ecuacién
diferencial tiene la forma

y=C,cosz+ Cyzcosz + Cysen z - C,z sen z.

vEMa 1. Si k; es la rafz de la ecuacidn caracteristica R, (k) = O
de orden de multiplicidad m, las funciones
eti® yehix , M ighw
son las soluciones de la ecuacién diferencial (1) linealmente independien-

tes en cualguier intervalo (a, b).
peEMosTRACION. La independencia lineal de las funciones indicadas.

queda establecida en el ejemplo 4 del § 1.15.

Puesto que k&, es la raiz de orden de multiplicidad m del polinomio
R, (k), entonces R, (k) = (k — k&,)™ ¢ (k), donde @ (k) es un polino-
mio tal que ¢ (k) 5= 0. De aqui

Ry (k)=0, Rp(k)=0, ..., R (k)=0. (10)
Tenemos
L, [z =1L, [% e'”‘] = ;j, Lole*] =

% Ji=dghx d*Bn {k}
le" Ry (k)= ZCsW'T,
1=
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donde C, son ciertos niimeros constantes. De aqui, si js<m — 1y
k =k, en virtud de (10), obtenemos

L, [zieh®) =0
v el lema queda -demostrado.

Observacién 1. Da lo expuesto anteriormente se deduce que si k

es la raiz de una ecuacién caracteristica cuyo orden de multiplicida
m

esly(j=1,...,m D l=n), entonces el sistema fundamental
i=t
de soluciones de la ecuacién (1) consta de las funciones
APzt L 2TV (j=1, ..., m).

Si cierta raiz k, es compleja k; = a; + if; (B; = 0), entonces a
ésta, junto con la raiz k; le corresponde el grupo de funciones reales

1" co8 Bz, ..., 217 %" cos Pz,
¢** sen Byx, ..., 297 1% sen Bz,
EJEMPLO 8. La ecuacién con coeficientes variables cuya forma es
DY 4 puy @iyt L4y’ + poy =0,
donde py, Py, + - -2 Pa-y S0 los niimeros constantes, se llama ecuacion

de Euler.

Sustituyendo x = ¢’ esta ecuacién se reduce a la de coeficientes
constantes. En efecto, tenemos

y@ =y =v),
de donde

Y (@) =0 (1) =0 (1), 2y (@) =" (0
y @) = vt (e — o (e 2yt (@) = v () — v (@

Sustituyendo estos valores, ohtenemos una ecuscién con coeficien-
tes constantes respecto ala funcién v (¢). Las soluciones particulares
de esta ecuacién, como hemos mostrado anteriormente, son las
funciones cuya forma es eX' = z* o bien tle*! = z* In? z, donde k
es a raiz (simple o miltiple) de la ecuacién caracterfstica respectiva,
Ahora bien, las soluciones particulares de la ecuacién de Ealer se
pueden hallar directamente en la forma z*, 2* In? z.

eseMPLO 9. Resolvamos la ecuacién concreta de Euler z%” +
+ 32y + y = 0. Busquemos las soluciones particulares en la
forma y = z*, entonces

y = kat-t, y" =k (k— 1) a*2
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Sustituyendo estos valores de las derivadas, obtenemos
2% (k— 1) 2" 24 Bha- 2tV st =2 h(k — 1) 43k 11 =0,

De aqui, si z =40, entonces k (k — 1) 4 3k 4 1 = 0. La iiltima
ecuacién tiene la raiz &£ = —1 de segundo orden de multiplicidad.
Por lo tanto, ¥ = 1/z es una solucién de la ecuacién de Euler. La
otra solucién es y = (In z)/z de lo cual podemos convencernos directa-
mente. Puesto que 1/z y (In z)/z son linealmente independientes
(su determinante de Wronski es igual a 1/2% 5= 0),

Inz
T

[
y=T"!‘Cz

es la solucién general de la ecuacién dada de Euler.

§ 1.17. Métode de variacion
de las ¢onstantes

Examinemos la ecuacién lineal no homogénea de n-ésimo orden
Ly [yl = y™ + paof™ P+ . 4 poy =1 (2), (1)

donde los coeficientes p; = p; (z) ¥ el segundo miembro f (z) estad
representado por las {unciones continuas dadas en un intervalo (a, b).

Admitamos que conocemos el sistema fundamental de soluciones
4 (2), + .. ¥n (x) de la ecuacién homogénea correspondiente

Ly fyl = 0. (2)

Como hemos mostrado en el § 1.15 (formula (6)), la solucidn
general de la ecuacion (1) es igual a la suma de la solucion general
de la ecuacién (2) y de una solucién cualquiera de a ecuacién (1).

La solucidn de la ecuacién no homogénea (1) puede obtenerse por
el método de variacidn de las constantes si se conoce la solucidn general
de la ecuacion homogénea (2). Aclaremos este método citando como
ejemplo una ecuacién de tercer orden.

Supongamos dada la ecuacién lineal de tercer orden

¥ ey A+ py -+ py =1 (2) (3)

Supongamos, ademds, que la solucidn general de la ecuacion homogé-
nea correspondiente es

y = Ciyy (2) + Caye (2) + Coys (z), {4)

donde y;, ¥,, ¥; son las soluciones linealmente independientes de la
ecuacion (2), (Llyd =0, i =1, 2, 3).

Busquemos la solucién de la ecnacién no homogénea (3) en forma
de la suma de (4), donde C, (z), C, (z}, C, (x) son ciertas funciones
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continuamente derivables que deben ser halladas. Impongamos sobre
las funciones buscadas C; (z) dos condiciones

3
3 Ci@ (@ =0,
: )
2 Ci@ i @=0.

Entonces
8

y'=2

i

ci!:"a & C!h BC;yh

Cii+ 2 ‘3‘ ny§=;§ Ciyis

‘{:t
i
||M=.= il Mu i g

Iy:” + 2 Clyl

w
If

Sustituyenda estas derivadas y la misma funcién y en (3), obtenemos
3 3 1 3
E Ciyi" + _2{ Ciyi+ pa '21 Ciyi + 1 _21 Cwi+po Z‘, Ciyi=f ),

o bien,
C, (U7 + pavy -+ uyi + pan) +Ca (42" + Py -+ Py + Poye) +

3
+ Cs (2 + povs + Pyt + pos) + 2y Ciwi = f (@)
i=1

Paro las expresiones entre paréntesis en el primer miembro de esta
igualdad son iguales a cero, por eso

3
2 cwi=1@. (®)

Hemos obtenido la ecuacién (6) y dos ecnaciones (5) con los coeficien-
tes ¥y, ¥i, ¥; ¥ con el segundo miembro f (x) los cuales son continuos
en el intervalo (@, b). Estas tres ecuaciones forman un sistema alge-
braico lineal respecto a las incdgnitas €1, €3, €3 con un determinante
no igual a cero, por cuanto es el determinante de Wronski para el
sistema fundamental de soluciones y,, y,, ¥5. Por eso el sistema dado
tiene una sola solucién

C; [3") =0 (x) (E ¥ 1! 2: 3):
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donde @; son las funciones continuas en (a, b), de donde
Cu(e)=§ i () d. Q)

En este caso las funciones C; (z) tienen en (a, ) una derivada con-
tinua. Por consiguiente, la solucién particular de la ecuacién mno
homogénea (1) tiene la forma

¥ (x) = C; (&) yy (z) + Cq (7) y3 () + C; (2) ys (2),

donde las funciones C; (z) se definen por las igualdades (7).
ErEMPLO., y" — 3y + 2y =€, Ry, () =k* — 3k 4+ 2 =0,
ky =1, k, = 2 son las raices de la ecuacidn caracteristica; la solucién
general de la ecuacién homogénea es y = C,e° 4 C,e®.
Hallemos la solucién particular de la ecuacién no homogénea por
el método de variacidn de las constantes C; y C,. Planteemos el
sistema (5) y (6): ‘

C, (x) e+ C () e2* =0,

C(x) e" - Cy (z)*- ¥ = &3* } Wlyy,] =e* 5= 0.

Resolviendo el sistema, tenemos Cf (z) = —e*, €} (z) = &%, de
donde C, {z) = —e®™/2, C, () = ¢* y la solucién particular
y= —% ez"-e"+e‘e2==-—%we"‘“.

Ahora bhien, la solucién general de la ecuacién inicial tiene la forma

y=Ce* + Coe?™ 4 1 6%,

§ 1.18, Solucidon particular

de una ecuacién diferencial

no homogénea con coeficientes
constantes

Examinemos la ecuacién no homogénea de n-ésimo orden con coefi-
cientes constantes

YO Paay" N APy = (), —o0 <z < 00, 1

donde el segundo miembro tiene la forma especial f (z) = e*=* o0 una
forma mds general f(z) = z'-le**, o Dbien z'-1¢** cos Bz, o bien
zlevxsan P (=1, 2, ...).
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Nos interesardn los procedimientos de obtencién de la solucién
particular de la ecuscién (1). Esto tiene importancia, porque para
obtener la solucién general de la ecuacién (1) es necesario hallar
cualquier solucién particular suya y agregarle la solucién general
de la ecuacién homogénea correspoendiente. Ya sabemos encontrar
la solucién general (véase el § 1.15).

Examinemos primeramente el caso mdis simple f (r) = aet+*.
El polinomio caracteristico de la ecuacién (1) tiene la forma

R (k) = K + puth™ 4 .. . + Po.

Si kg no es la raiz de la ecuacién caracteristica
By (k) =0, 2)

entonces la solucién particular de la ecuacibn
Lalyl=y"+po " V4 ...+ py= aehvr (3)

se puede hallar en forma de la funcién
y = Aehx, (4)

donde A es la constante. Sustituyendo esta funcién en la ecuacidén
(3), obtenemos AR, (k) e=* = aet=, de donde, después de efectuar
la simplificacién eliminando el factor ebs* (jno igunal a cerol), obtene-
mos AR, (k,) = a o bien

A = alRy (ko) ©)

y el nimero A gqueda hallado.
EJEMPLO 1. A la ecuacién

y'+y=¢ 6)
le corresponde la ecuacién caracteristica
Ry(k) =k +1=0.

El niimero %, = 1 no es la raiz de la ecuacién caracteristica
(R, (ko) = Ry (1) = 254 0), por eso la solucién particular (6) se
puede buscar en forma de y = Ae*. Con arregloa (5) 4 = (Ry (I)1=
= 1/2. La solucién general de la ecuacién (6) tiene la formna

y=% e 4-C,cosz-+ C,sen x,

donde €y, C, son las constantes arbitrarias.

Si k, es la raiz de la ecuacién caracteristica (2), entonces, eviden-
tements, la ecuacién (3) no tiene la solucién de forma (4). En este
caso nos ayudard el lema siguiente.
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LEMA 1. St k, es une raiz real o compleja de orden de multiplicidad
m de la ecuacibn caracteristica (2), entonces la solucién particular de
la ecuacitn diferencial (3) se puede hallar en la forma

V= Ax”"ehﬂ'}

donde A es cierta constante.
Citemos primero un ejemplo.
BIEMPLO 2.

¥ -2y = Q)
La ecuaci6n caracteristica esk® — 2k 4- 1 = 0, 0 bien (k — 1)2 =
= 0. El nimero &, = 1 es su raiz de orden de multiplicidad 2. Por

8s0, de acuerdo con el lema 1, es necesario hallar la solucién en la
forma

y = Az%*.
Tenemos
¥ = A-2xc* + Az%=,
y" = 2Ae* + hAxex -+ Ax%e*.
Sustituyendo en (7), obtenemos
24¢* = €~
Por lo tanto, A = 1/2 y la solucién general es

= —;:— z%e¥ 4 (Cy + Cyx) €™,

DEMOSTRACION DEL LEMA 1. Apliquemos a ambos miembros de la
ecuacion diferencial (3) la operacién (el operador)

d d du
ko ((F5—to) v =G5 —hw).
De aqui en el segundo miembro tendremos
d d
(E ._Jc,,] aehsx = = (aehox) — kyaeho =0,
Par eso
d
(2 =) Ln ty1=0. ®
Hemos obtenido la ecuacién diferencial de orden (= + 1) con coefi-
cientes constantes. Su ecuacién caracteristica tiene la forma
(k ~ ko) Ry (k) = 0. )

La ecuacién R, (k) = 0 y la ecuacién (9) tienen las mismas raices
pero la raiz &, de la ecuacién (9) es de orden de multiplicidad m <+ 1
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{es decir, mayor en una unidad). Escribiremos la solucién genseral
de la ecnacién homogénea

L,lyl=0 (10)
asi:
n
v=(C;+Cox+ ... 4 Cppz™1) eho +’ 2) " Cyy(2),
=T
donde ¥m4q, - + -y ¥n Son las soluciones correspondientes a las raices

de la ecuacidén caracterfstica que no son iguales a k,, si tales raices
existen. La solucién general de la ecuacién (8) se puede escribir en
la forma

z = Az™ ehe® 4- p.

Toda solucién y de la ecuacién (3) es la solucién de la ecuacidn
(8) y por eso

y= Az ekex 4 v (11)
para cierto conjunto de constantes
Cl.l va oa oy Cnr 4. (12}

Hemos demostrado que si y es la solucién de la ecuacién (3)
Ly, [y = aet=, se puede escoger las constantes (12) de modo que
= Azmeghex | p, Para las constantes indicadas (12) tendremos

L, l4amehot) = L, [y —v] = L, [y] — L, [v] = aekox — 0 = geko*,
De este modo hemos demostrado que existe un nimero 4 tal para

el cual la funcién
y = Az™Mek*

es ]a solucién de la ecuacién diferencial no homogénea (3). El lema
queda demostrado.
Examinemos ahora dos ecuaciones diferenciales

" A Pacalyn ™V A - L. - Poyy = az'~1e®* cos fiz, (13)
Y3 + Paaals™ ™+ o Poyr = az'~'e** sen Bz, (14)
donde e, B, p; son niimeros reales y I, un niimerc natural. Multipli-

cando la segunda de ellas por ¢ y sumandola con la primera, obtene-
mos la ecuacién

z(“l_I._pn_lz(“‘i) ..+ pnz=axf—iekn:c‘
z =1y + iy ke =a + if. (15)

En vez de dos ecuaciones (13) y (14) con las funciones incégnitas
y; (z), y; (2) hemos obtenido una sola ecuacién (15) con la funcién
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compleja incdgnita z (z) = y, (=) + iy, (z). Si la solucién z =
=y < iy, de la ecuacion (15) estd hallada, entonces su parte real
¥ serd la solueién de la ecuacién (13) y su parte imaginaria y,, la
solucién de la ecuacién (14).

La ecuacién (15) ya ha sido investigada para I = 1.

EIEMPLO 3. Se da la ecuacién

y" -y =senz. (16)
Junto con ésta examinemos la ecuacidn
y' +y = cosz (17

Tenemos
¥+ Yy =cosz, y; -y, = senuz.

Multiplicando la segunda ecuacién por i y suméndola con la primera,
obtenemos

2" 4z = e g =y + ly, (18)

El nimero ky = i es larafz de orden de multiplicidad 1 de la ecuacién
caractoristica, por eso la solucién particular debe hallarse en la
forma z = Aze'*. Tenemos

g’ = Ael® 4 Adize'®, z" = 24ie'* — Aze'®,
Sustituyendo %, - y z" en la ecuacién (18), obtenemos
2416% = &% A = 1/(2) = —if2.
La soluci6én particular de la ecuacién (18) tiene la forma

= = =2 senz—iZ
I=— 3 {cos 2 - i sen z) 7 %8N T —i—5-co3 7.

Su parte imaginaria

y= —-’Ewsz

es la solucién particular de la ecuacién dada (16), mientras que su
parte real es la solucién particular de la ecuacién (17),
El caso ! > 1 (para la ecuaci6n (15)) se prevé en el lema siguiente.
LEMA 2. La solucién particular (15) se puede hallar entre las funcio-
nes que tienen lg forma

cm-‘-'m + e + Cmﬂ-l.zm“-‘) ekoll {19)
donde m es el orden de multiplicidad de la rais ky de la ecuacisn caracte-
ristica Ry (k) = 0 y Cmy Contay « « oy Cr1y SO las constantes.

8i k, no es la raiz de la ecuacién R, (k) = 0, entonces, a pesar de
esto, se puede formalmente considerar que k, es la raiz de orden de

6-180
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multiplicidad 0. En este caso es necesario en la féormula (19) suponer
m = 0 y buscar la solucién particular en la forma

(Co+ Ciz+ - .. +Cpyz'™) ehox,
La demostracién se efectiia de un modo anédlogo a la del lema 1.
La solucién general de la ecuacién homogénea L, [z] = 0 se

escribe asi:
n

ve=(Co+ Ci@+ oo Cruyz™ ) ehox - 3) : Cyz; (), (20)
J=m

donde 2,44, - . ., %, son las soluciones que corresponden a las raices,
no iguales a k,; si tales existen.

t
Sometamos la ecuacién {15) a la operacion (d%- — ko) . Ya que
(_&tf;___kn){u:—ieh“) e _d"% (az!~1ehox) — frpaz'~tehix = g (1 — 1)zi-2ehox,
entonces

(45— ko) (az'tere) = (- — ko) (a (1= 1) L ehex) =0,

Por eso obtenemos la ecuacion diferencial homogénea de coeficientes
constantes
d 1

(E—ko) Ln[2]1==0. (21)
La ecuacion caracteristica de ésta tiene las mismas raices que la
ecuacién R, (k) = 0, pero el orden de multiplicidad de k, es mayor
en el nimero I. Por eso la solucién general de la ecuacion (21) se
puede escribir en la forma

2=(CoF+Coxb oo+ Cpypgx™H1) ghox - X 2 1 Crtp=
=m4

=04 (Cpa™+ . .« + Copprga™=8) ehox,  (22)

Toda solucién z de la ecuacién (15) es la solucién de la ecuacion (21)
¥ por eso puede ser escrita en la forma (22). Pero entonces

Ly [(Ca™ + - . o + Copgpqa™i-) ehox | =
c= Ly [z — vl = L, [z] — L, v] = az'-tek=

lo que muestra que la funcion (19), al estar elegidas convenientemente
las constantes Cy,, ..., Cpy1-y, e la solucién particular de la
ecuacién (15).

EJEMPLO 4. }" — y = ze* (ky = 1, 1 = 2).

La ecuacion caracteristica #* — 1 = O tiene las raices &, , = =1,
E1 mitmero %, = 1 es la raiz de una ecuacién caracteristica cuyo orden
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de multiplicidad vale 1. Por eso, conforme al lema 2, la selucién
particular se busca en la forma

y = (dz + Ba?) &~
Tenemos

y =4 + (4 + 2B) z + Bz*] &%,
g" =12 (A + B) 4+ (4 - 4B) = + Bz ¢,
Sustituyendo estos valores en la ecuacién, obtenemes
&5 (24 4 2B + 4Bzx) = zé*,
de donde
24 + 2B =0, 4B =1,
o sea,
A= —1/4, B = 1/4.
Por lo tanto, la solucién particular de nuestra ecuacién serd

Y= (—z + 2% %4
¥ la solucién general sera

z <l

y=(_T+T) & 4 C6® + Cpe.
Observacisn. Si la funcién y; es la solucién de la ecuacién
Ln [y] = f; (1') {i = 1‘ ey 9)1
q

entonces la funcién y = Z ¥, es la solucién de la ecuacién
i=1

q q q
Ln!y]=LnE2 yil= 2 Ln[yll= E fl(x)°
i=1 i=1 i=1

De aqui y de lo diche anteriormente queda claro que la forma de
la solucién particular de la ecuacién no homogénea L, [y] = f ()
cuye segundo miembro tiene el aspecto

f (@) = Ppy (2) e*= sen Pz + @y (2) €= cos Bz,

donde P, (z), Q- (z) son ciertos polinomios algebraicos de un
grade no superior a (m — 1), coincide con la forma del segundo miem-
bro si a == if no son las raices de la ecuacién caracteristica R, (k) = 0.

Si los nfimeros o =~ if son las raices de la ecuacién caracteristica
con orden de multiplicidad I, entonces la solucién particular hay
que buscarla asimismo en la forma del segundo miembre, pero los
grados de los polinomios algebraicos se deben elevar en ! unidades.

.6.
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Notemos que si en el segundo miembro estd presente, por ejemplo,
el sumande Qm (z) e** cos Pz, entonces es necesario buscar la
solucién particular en forma de dos sumandos

Ry (x) e** sen Pz 4 R, (z) e cos Pa,

donde R, (z) v R, (z) son los polinomios de grados respectivos.
E;gmMPLO 5. Escribir la forma de la solucién particular de la
ecuacién

y"+ y = zsenx

La ecuacién caractoristica k% 4 1 = O tiene las raices -+i. Al
segundo miembro z sen z le corresponde el niimero ky = a + if =
= 0 - i1 = +i. Estos n(meros son las raices de orden de multi-
plicidad 1 de la ecuacidn caracteristica, por eso la solucién particular
88 debe buscar en la forma

¥ (z) = (dz + Bz% sen z + (Cz -+ Dz* cos z.

EIEMPLO 8. K8 — 4y" - By" — 4y’ 4 y = x%%, la ecuacién
caracteristica &b — 4k* 4 6k% — 4k + 1 = (k — 1)* = 0. Al segun-
do miembro 2%* le corresponde el niimero o = { el cual es la raiz
de cuarto orden de multiplicidad de la ecuacién caracteristica. Por
lo tanto, la ecuacién particular debe buscarse en la forma

¥ {z) = (At 4 Bz® 4 Cz8) €™

§ 1.19. Sistemas
de ecuaciones diferenciales.
Espacio de fases

Al estudiar la ley de movimiento de un punto material de masa m
a8 cdmodo hacerse uso de la forma vectorial de notacién de las ecuacio-
nes. Supongamos, pues, que r ==r (f) es la ley de movimiento de
un punto matevial en el espacio R®, donde £ es el tiempo. Esto significa
que en el instante de tiempo £ el punto tiens el radio vector » (gt). olo
que es lo mismo, las coordenadas {z (f), v (), z (8)}.

Si'un punto de masa m se mueve bajo la accién de una fuerza dada
{vector) F (i, r, r), entonces, segiin la ley de Newton y la interpreta-
cién mecinica de la segunda derivada, la funcién r (t) debe satisfacer
1z ecuacién de movimiento i

mr=F (¢t r,r). (1)
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La ecuacién vectorial (1} es equivalente al sistema de tres ecua-
ciones escalares

a4 P
m-Tf=X(t, Z, Y, 8%, Y, 2);

mgb =Y (t % 4,53, , 9, @)

e R %
m_‘j‘T=z(tb L, 025 %Y, 3)!

donde X, Y, Z son las proyecciones del vector F sobre los ejes de
coordenadas z, y, z. ; N

Si suponemos incégnitas no solamente las coordenadas del punto
Z, ¥, % sine también las proyecciones de la velocidad '

dF e
E": {x: ' z})
obtenemos el sistema de seis ecuaciones de primer orden

T=u, m%=x(f, z, ¥, 2, ¥, v, w),

y=v, mSL=Y(t 24 1 40 w), 3

z'~_-w, m—?{"—:Z(t, z, Y, %, u, v, w.

La ecuacién vectorial (1) se puede escribir también en forma del

sistema de dos ecuaciones vectoriales, si la velocidad V = a L)

df
considera como funcién vectorial incégnita:
dr av
-EI_=V' m——= Ft, r, V), (1)

donde V' es el vector con las proyecciones u, v, w.
8i se introduce para el examen el vector

RO =@y, 20, =@, y @), z @)

entonces la ecuacién (1) o el sistema (3) son equivalentes a vna sola
ecuacién vectorial de primer orden

dR
=0 7,y,2,u,0, ) @

en el espacio sexadimensional, con la particularidad de que el vector

©={u, v, v, %x, =y, —:;-z}
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El espacio sexadimensional de los puntos

(z, u, 2 3-7‘0 Yy 2) = (ra Fys Tay Vi Vu; V)

en la fisica se llama espacio de fases y la curva R (f) que es la solucidn
de (4) en el espacio sexadimensional se denomina trayectoria de fases.
E] espacio de fases es el espacio de los estados de movimiento de
un punto por una curva.
Las primeras tres coordenadas R (¢} caracterizan la posicién del
punto en el espacio tridimensional (r (t)) v las otras tres coordenadas

R (t), su velocidad r (t).

La terminologia citada ofrece la asi llamada interpretacién cine-
mdtica del sistema de ecuaciones.

El sistema (3) 6, lo que es lo mismo, el sistema (4) se denomina
sistema dindmico.

Para separar una Lrayectoria os necesario asignar las condiciones

iniciales: R (t,) = Ry, = (x4, Yus Zo» Tos Yor 2Zo) © Sea, la posicion
inicial del punto y su velocidad inicial. Con otras palabras, la curva
integral R (¢) debe pasar por el punto R, del espacio sexadimensional.
Ahora bien, los problemas fisicos nos conducen a la necesidad
de examinar los sistemas de ecuaciones diferenciales.
Examinemos un sistema arbitrario de ecuaciones diferenciales
de primer orden que tienen la forma

—E:;?—\ﬁ{k(t; yn-.-.yn) (k:i'_._‘n}‘ (5)

donde yj () son Jas {funciones buscadas y /5 (£, ¥y, « - v Yp) SOn las
funciones conocidas dadas sobre cierto conjunto de puntos (£, ¥, . - -
v+ ¥n) del espacio de (n +4- 1) dimensiones.

Nos interesaran las soluciones y, (1), . . ., ¥n (£) del sistema (5)
que satisfacen las condiciones iniciales

i () = ¥ -« v Un (Lo} = ¥nos (6)

donde (if30; - - -y Yno) €8 €l punto dado del espacio de n dimensiones.
- El sistema (5) (jresuelto respecto a las derivadas de las funciones
buscadas!) se llama normal (véanse los §§ 1.12, 1.13).
Si las funciones f, no dependen explicitamente de la variable
independiente ¢, el sistema (5) se denomina sistema normal auténomo

Va="Te Uy - ov ) k=1, ... 0 Q)
Si se introducen los vectores en el espacio de n dimensiones

y={ @, -y Oh Yo ={tho -+ -+ Yaoh
F (.',. y} ={f1 (tu Hiv v oy yn)- e oey fn (tr Wiy« oy yﬂ)}v
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el sistema (5) puede escribirse en la forma

y=F y) ()
¥ las condiciones iniciales (6}, en la forma
¥ (o) = yo. 6)
El sistema auténomo se puede escribir asi:
y=F@)h F={L@) ... f @)} )

El sistema auténomo puede ser interpretado del modo siguiente.
De cada punto (y,, ..., y,) de cierto conjunto del espacio de n
dimensiones sale el vector

F(y) =l ooy oo LU/, yn)}:

lo que define sobre el conjunto indicado el campo de vectores.
La solucién y (¢) describe una trayectoria determinada de movi-
miento del punto en el espacio de n dimensiones, ademds, el vector

de velocidad y (¢), en el instante en que el punto pasa por (W1 -« oy Unhs
coincide con el vector F (y).

El espacio de n dimensiones de los puntos (y;, . . ., ¥,) en el cual
se interpretan las soluciones del sistema auténomo (7') en forma de
trayectorias se llama espacio de fases del sistema.

Las trayectorias y (¢} se denominan ifrayectorias de fases y los
vectores F (y), velocidades de fases.

La cuestion acerca de la existencia de la solucién de un sistema
normal ha sido examinada en ol § 1.12.

§ 1.20. Sistema homogéneo lineal
de ecuaciones diferenciales

El sistema

%=a11(t}yl‘l'...+‘aln () Yo,
RS E S S RANE “)
"ﬁT“:""ani ('U Wt Fag, (t} Yny

donde los coeficientes a,, () son las funciones (o niimeros constantes)
dadas, continuas en un intervalo (a, &), se llama sistema homogéneo
lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden.
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_ Para abreviar la notacién de los sistemas es comodo usar designa-
ciones vectoriales-matriciales. Introduzcamos la matriz de los coefi-
cientes del sistema (1)

ay (). .. a5, (8)
A{t)m( ......... )
an (1) ... ann (2)

y escribamos el sistema buscado de funciones en forma de la matriz
columna

¥ ()
y(:)::( ' o ')mcolonwl, s Hals
Yn ()

Vamos a familiarizarnos con ciertos conceptos generales que se
refieren a las matrices. Supongamos por ahora gue A (f) es una
funcién arbitraria.

Si las funciones aa; (t) son continuamente derivables, se puede
introducir el concepto de derivada de una matriz, a saber: es una
matriz compuesia por los elementos derivados de la matriz inicial.

Asi,lpues,
: au () .. n (2)
A'(:)=i‘:§.~_—A(;)=(: R e e ,).
an({t) ... ann{t)

Es ficil comprobar las propiedades siguientes:
1) 8i C es una matriz constante, entonces i—f- = (0, donde O

es una matriz nula, todos sus elementos son nulos.
2) Si las matrices 4 {¢) v B (¢) son de una misma dimension,
entonces

Flam+BmI=4A®)+B@).

3) Si para las matrices 4 (£) y B (¢) se puede cumplir la multi-
plicacién, entonces

2AQBMI=AMBW)=A®)B(®).

4) Supongamos que 4 -* (£) es la matriz inversa de 4 (f), es decir,

AL AW =4 (@)A1 () = E,
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donde E es la matriz unidad. Derivando esta igualdad, obtenemos
A At (@) + A5 4 (9=0,
Aty S A1 (t)= — A1) 4 (D),

S A ()= — A7 (1) A (1) A7 2).

De un modo anilogo se puede introducir el concepto de integral
de una matriz, a saber: es una matriz cuyos elementos son ]as integra-
les de los elementos de la matriz inicial:

t 1
{ a@dr=({aumar), b, tea, bl.
g to

El concepto dado posee unas propiedades semejantes a las habi-
tuales de las integrales de las funciones. Notemos solamente una
propiedad, o sea, el andlogo de la férmula de Newton — Leibniz ).

Si F (t) = @’ (t), entonces

i

;ﬂﬂh=WM—®mL

Conforme a la regla de multiplicacién de las matrices el sistema
(1) se puede escribir asi:

dy '

=4y (1"
Recordemos que por igualdad de matrices se entiende la igualdad
de sus elementos correspondientes.

Sefialemos sus propiedades evidentes,
Si las funciones vectoriales y y z satisfacen el sistema (1°), o sea,

WAy, =43

su suma también satisface el sistema (1'):
Suts) & E Ay +AQI=AQE+Y). ()
Ademas, si ¢ es un niimero, la funcién vectorial cy satisface el
sistema (1'):

W) _ o S ch (1) y= A (1) (cy). (3)

1y 1. Newton (1642.—1727), gran fisico, mecdnico, astrénomo y matemético
inglés. G. W. Leibniz {1646—1718), gran matemético y filésofo slemén.-
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Por induccién, de estas propiedades se deduce que si

y' @) =colon lyy, (&), .., Yy )y .. ., g™ () =
= colon [n (&), - - o ¥an 0] (&)
son las soluciones del sistema (1°) y C,, ..., C, son los nimeros
arbitrarios, entonces
yO=Cym-+...+Cy" @ ®)

es la solucién de (1°).

Es importante notar que si el sistema (4) de soluciones es linealmente
independiente, la férmula (5) expresa la solucisn general del sistema (1');
con otras palabras, la férmula (5) para diferentes constantes C,, . . ., Cy
conticne todas las soluciones posibles del sistema (1').

Esta afirmacién se puede demostrar al igual que en el caso de una
ecuacién lineal de n-ésimo orden.

El sistema (4) de funciones vectoriales se llama linealmente inde-
pendiente en un intervalo (a, b) si de la igualdad

Cpt@)+ ... +Cuy" (=0 (a <t <b) (6)
se desprende que €, =...=C, = 0.
Puesto que la ecuacién vectorial (B) es equivalente a n igualdades
escalares
Cim (&) + ... 4 Coyin (1) = 0, } 6")
Clyn:l (t) + - -.+ Cnynn (t} = 0'{
del hecho de que el determinante

W)= lyn (0| ™

no es igual a cero al menos para un solo valor de ¢, ya viene, eviden-
temente, la independencia lineal del sistema (4) de las funciones
vectoriales.

El determinante W (¢) se llama determinante de Wronski del sistema
(4) de funciones vectoriales.

" Si el sistema de vectores (4) es linealmente independiente en un
intervalo (a, b} y estos vectores son las soluciones del sistema (1')
colt coeficientes continuos, se puede demostrar que W (t) 5= 0 para
todos los valores de ¢ € {(a, b).

' Ahora bien, la condicién W (t) 5= 0 para todos los valores de t €
€ (a, b) es la condicién necesaria y suficiente de la independencia lineal,
en (a, b), de las soluciones (4) del sistema (1) con coeficientes continuos.

Por lo tanto, para obtener la solucidn general del sistema homogéneo
(1) es necesario hallar n soluciones linealmente independientes (4) del
sistema (1). La suma (5), donde Cy, . . ., C,, sor las constantes arbitra-
rias, es la solucién general del sistema (1).
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Notemos que las soluciones y, (£), ..., yn (t) del sistema (1)
existen en el mismo intervalo (a, b), donde estian definidos y son
continuos los coeficientes ap; (t) del sistema (1).

El sistema de n soluciones del sistema (1) linealmente indepen-
dientes en {a, b) suele llamarse sistema fundamental de soluciones del
sistema (1).

Este sistema puede caracterizarse por la matriz cnadrada

Y @) - Yan () )
Un1 (‘) « -« Ynn (t}
que se denomina matriz fundamental del sistema (1).

Ahora bien, en una matriz fundamental las soluciones {4) se
sitian por las columnas. Tengamos presente que en la notacién
¥ (¢) el primer indice j designa el niimero de orden de la coordenada
v ol segundo fndice &, el ndmero do orden do la selucién.

Mostremos que Ja matriz fundamental ¥ (¢) satisface la ecuacién
maltricial

yms(

Y(t)=4@®Y Q. 8)

Como las funciones y.; (1) satisfacen la j-ésima ecvacién del siste-
ma (1), entonces

du; -
el - 3 (a0

Por consiguiente, segin la regla de multiplicacion de las matrices
(en el caso dade de matrices cuadradas), tenemos

V()= (A0 ) = (3 a5 (g () =4O Y @)

3==2i

que es lo gue era necesario demostrar.
Inversamente, si la matriz Y (¢) = (g (2)) satisface la ecuacién
matricial (8), sus columnas

y* () = colen [yyp (®)y -« s Y ()] k=1, ..., )

son las soluciones del sistema homogéneo lineal ().
Si en este caso
Y (@) | =W({*0,
la matriz Y (¢) es fundamental.
En efecto,

yr () =Y (t) en,
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donde ey = eolon [0, ...,0,1,0,. .., 0]. Multiplicando el segundo
miembro de la ecuacién (8) por ey, obtenemos

T ey =5V () el = A () [Y () ],

-0 sea,
2PO=ANPG (k=1,...,n)

Si Y (t) es la matriz fundamental del sistema (1), entonces la
soluci6n general (3) del sistema (1) puede eseribirse abreviadamente

en la forma
yy=Y@®C, ®

donde € = colon [C;, . . ., Cy] es la matriz columna constante con
elementos arbitrarios.
Poniendo en la identidad (9) ¢ = #,, tendremos

g () =Y (t) C.
De aqui

C =YY" (t)y (to)
Por lo tanto,

y@) =Y (&)Y () ¥ (t).

YO Y () = K (2 to)

Neva el nombre de matriz de Cauchy.
Con ayuda de esta matriz la solucién del sistema (1) se puede

escribir asf:
y&) =K { t) y (L) (10}

En particular, si la matriz fundamental ¥ (f) estd normalizada
para t = t,, o 8ea, Y () = Y-! (t,) = E, donde E es la matriz
unidad, la férmula (‘10) toma el aspecto

y () =Y @)y (t). (11)

La matriz

§ 1.21. Solucién general de un sistema
homogéneo lineal de ecuaciones
diferenciales con coeficientes
constantes

Busquemos la solucién de un sistema homogéneo lineal con coeficien-
tes constantes ay;

_E;‘ =auyi+ .. +Culins i
d — o0 < ¢ <Z 00, (1)
"d-‘n'=“n1y:+ ve ot Bunln
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o bien
dy —_ [
'E‘—Ay, ﬂ )
donde A = |[ ap; || es la matriz numérica dada, en la forma siguiente:
h = xeM, Vs = “35”1 coy Yn = apeM (2)

o bien
y ={oqeM, ..., apeM}. (2"

Los niimeros @4, « . ., a,, A 5¢ someten a la definicién.
Desde luego, los mimeros

=0, ¢,=0,...,0,=0
ofrecen la solucién trivial del sistema (1):
(=0, ..., ys () =0.

Sin embargo, nos interesan soluciones no triviales que correspondan
a los vectores no iguales a cero.

Cl=(€!e“a.-, l'.’.,').
Tenemos

d
%ma,le“ (t=1,...,n).

Al sustituir las funciones g, (/) y sus derivadas en (1), simplificando

en eM (eM == () y trasladando los términos en un miembro obtenemos
(ag—A) o+ apoy - oo . a0, =0,
ﬂm%‘f'(du"“a’ oa,—l— e +ﬂznﬂm =0‘ (3)

nyty+ Gppy -+ .0 + (ann‘_naa v
o bien en la forma matricial

(A —AE)a =0, (3"
o bien :
A = ha, 4)
donde @ = (&g, « .., %) ¥
10...0
E=]01...0
00...1

es la matriz unidad.
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Para que el sistema (3) tenga una solucién no trivial es necesario
v suficiente que su determinante sea igual a cero:

Oy —2 Gyy gy -+« Qp
@y ap—h Gyy... Gy =0, (5)
Qay Gny Qps ann""l

La ecuacidn (5) se llama ecuacidn caracteristica del sistema (1).
Es de ]a ecuacién (5) de donde encontramos aquellos valores A para
los cuales el sistema (4) tiene soluciones no triviales e.

El primer miembro de (3) es un polinomio de grado » respecto a ia
variable A. 8i se toma en consideracién la multiplicidad, este polino-
mio tiene n raices:

. T . 6)

Si todas las n rafces son distintas, entonces, sustituyendo cada una
de ellas A; en el sistema (4) y resolviendo éste, obtenemos cierto
vecior no irivial que satisface el sistema dado

o = (@, aff, ..., . 0

Este vector se determina de una manera multiforme, con una
exactitud hasta el factor escalar.

De (4) se ve que A son los valores propios de la matriz (transforma-
cién lineal) 4 y los vectores atP), los vectores propios de 4.

Los vectores a? (j = 1, . . ., n) son linealmente independientes,
si todos sus valores propios son diferentes. Esto se puede demostrar
por induccion.

Demostremos que cualesquiora % vectores de este sistema son
linealmente independientes entre si.

_Para k = 1 esto es evidente, porque cada uno de los vectores
al) no es trivial. Supongamos que nuestra afirmacién es justa para
k — 1 vectores. Vamos a demostrarla para k& vectores.

Admitamos lo contrario, Por ejemplo, sean los primeros k vectores
de nuestro sistema linealmente dependientes. Entonces

h
j;.‘i Cad=o, (8)

donde al menos una de los coeficientes C; es distinto de cero. Pare
precisar consideremos C; = 0. Apliquemos la transformacién lineal,
engendrada por la matriz 4, a ambos miembros de (8):

L R .
Al ,2 Cath) = ;}'1; Cihod =o. (9)
= P
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Multiplicando (8) por A, y restdndolo de (9), obtenemos
Cy (b — M) et + Cp (hy — Rp) @@ 4 L
voo o Cag oy = M) ot = o,

donde Ay — Ay 5= 0 para todos los i = k.

Asf, pues, C; (A, — Ay) 5= 0 y hemos oblenido que los vectores
olt, . .., a®-Y son linealmente dependicntes lo que contradice la
suposicién.

Asi, pues, los vectores propios ¥ {(f = 1, ..., n) que responden
a diferentes niimeros propios A son linealmente independientes y el
determinante compuesto por las coordenadas de estos vectores no es
igual a cero:

Jaf’ | £ 09),

Observacién 1. Puesto que en el espacio de n dimensiones no pueden
haber més de n vectores linealmente independientes, entonces a cada
valor propio de Ay (1si todos cllos son diferentesl) le corresponde un
solo vector propio con una exaclitud hasta el factor constante.

Como resultado ebtenemos n funciones vectoriales, o sea, solucio-
nes del sistema (1)

yl ()= {or.S”c"“, G%nea‘l‘, Ty u.f.,“e'\if},
y" {t)y= {atl")el“', aietet ... ,u.g"e"ﬂ'}.
(—o0 < t< o0)

La funcién vectorial (10) forma un sistema linealmente inde-
pendiente en el intervalo {—oo, o), ya que su determinante de
Wronski

(10)

W () =exp(hd+ ...+ hot)e ol {5 0.
Por eso la solucién general del sistema (1) tiene la forma
y=2Cw'o, (11)

donde Cy son constantes arbitrarias. En la forma desarrollada la
solucién general puede escribirse asf:

RO :?Q. €’ exp (ht),
..... 5 & & & & = & 4 & (11.?)
7 -
Yo ()= E1 o) exp (At).
=

1} Véase nuestro libro «Matemiticas superiores. Elementos de &lgebra lineal
¥ de geometria analitican, § 14, teorema 1.
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Observacién 2. En la préetica, en vez de encontrar los vectores

ah = (@f?, . .., ") de los sistemas lineales (4), buscan la solucién
general del sistema (1) en la forma

vy (t)=,§ af oxp (A,2), ]
.............. }

()= 3 af exp (), J'
J=i

donde Ay, . . ., A, son las raices de 1& ecuacién caracteristica (jdiferen-
tosl) y 2", los nimeros que es necesario encontrar. De la teorfa
expuesta resulta que tales nimeros existen.

Para hallar los ndimeros ai sustituimos las funciones Yy (£} en el
sistema (1) y comparamos los coeficientss de iguales exp (A;#). En
este caso los nimeros af’ se obtienen no de un modo univoco, ellos
doependen de n constantes arbitrarias.

EJEMPLO 4. Resolver el sistema

dz
& T2,
dy
* =8+
La ecuacién caracteristica

=k
Lmh 2 =0 a—1r—a=o,

tiene las raices A, = 3 y A, = —1. Partiendo de la sstructura de la
solucién general, buscaremos la solucién en la forma

z (t) = Cye™ + Cye~t, y (1) = ;6% + aqe-!

{0 sea, omitiremos el proceso de obtencién de los nimeros o).
~ Expresemos los coeficientes @y, a, por C;, C;. Sustituyendo las
funciones z (f) e y (t) en una de las ecuaciones del sistema, obtensmos

3Cye¥ — Cpet = Cie® + Che-t + 24,6 + 2a,e-t,
de donde 2C, — 2a, = 0, ~—2Cy — 2a, = 0, o sea,
4 =0, a;=—C,
Ahora bien, la solucién general tiene la forma
z (1) = Cye® 4 Cpe-t,
¥ (2) = Cye* — Cye~t,
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Supongamos ahora que la scuacién caracteristica (5) del sistema
(1) tiene la raiz A, de orden de multiplicidad r. Reduzcamos el sistema
(1) a una sola ecuacién de n-ésimo orden respecto a la funcién y, (t).
Esta ecuacién y el sistema (1) tienen una misma ecuacién caracteristi-
ca (la demostracién se da a continuacién). Pero entonces, como sahe-
mos, a laraiz A, de orden de multiplicidad r le corresponde la solucién
de la ecuacién de r-6simo orden gue tiene la forma

U t) = (0o + bt + .o + bpgt™) M,
donde by, by, . .., b, son las constantes arbitrarias. Ahora bien,

th(8) = Py (8) &,

donde P._,, (t) es el polinomio de grado r — 1,
Razonando de un modo anélogo, podemos expresar también otras
funciones y; (£} en la forma

B @) = Py (B eht (=1, .., n), (12)

donde P, ; (t) son los polinomios de grade r — 1,

ada una de las funciones y; () satisface su propia ecuacién
diferencial de n-ésimo orden, cuafesqulera que sean los coeficientes
del polinomio P, ; (#).

No nos queda més que escoger entre los polinomios P,.,,, . -

» Pr_y.a tales cuyas funciones correspondientes y, (2), . . ., ¥n (t}
satistngan conjuntamente el sistema (1). Para esto es necesario susti-
tuir y; en el sistema (1), simplificarlo en e*+! y comparar los coeficien-
tes de iguales potencias de ¢. Los coeficientes buscados dependerin de
r constantes arbitrarias. A veces se puede recomendar que el polino-
mio P, , (f) se tome arbitrario y entonces los coeficientes de los
demads polinomios P._, ; (t) (f = 2, . . ., n) quedarén determinados
univocamente por los coeficientes P,,,,.

Sin embarge, es posible que por este camino llegnemos a una
contradiceién gque nos muestre que de hecho en el caso dado ciertos
coeficientes del polinomio P, ; son iguales a cero y no se puede
considerarlos como arbitrarios.

Razonamos de un modo andlogo también respecto a otras rafces
miiltiples de la ecuacién caracteristica si ésta tiene tales. Las solucio-
nes correspondientes a las raices simples se buscan en la forma (8),
como hemos explicado anteriormente,

Para obtener la resolucidén general del sistema (1) es necesario
tomar la suma de las soluciones (funciones vectoriales) indicadas.

En casos elementales ge puede buscar la solucién directamente
an forma de la suma de soluciones semejantes. Serd mejor aclarar
esto citande ejemplos,

7-180
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EIEMPLO 2. Resolver el sistema
d!h

- ¥1— Yas
=y -+ 3y
La ecuacion caracteristica E —4 s A’= Do bien A* — 44 +

+ 4 =0 tiene una raiz miltiple 4, = 2
La ecuacién diferencial que corresponde a nuestro sistema para

la funcién y, tiene la forma y, — 4y, + 4y, = 0. Ella tiene la
misma ecuacién caracleristica,
La solucién del sistema se debe buscar en la forma

h () = (€1 + Cat) ¥, gy (5) = {ay + ant) e™.
Sustituyendo estas funciones en el sistema, obtenemos
Cy 20, +2C¢ =C, + Cyt — a; — agt
a; + 2a; + 2a,t = €, + Cyt + 3 (a; + aqb).
[gualando los coeficientes de iguales potencias de ¢ (en la primera
igualdad), obtenemos a; = —C, — C,, a, = —C,. La segunda
igualdad ofrece las mismas soluciones. De suerte, la solucién general
del sistema tiene la forma
() = (G + Catye®, 4y (t) = —(C, + C, + Cyt) €™,
eJEMPLO 3. Resolver el sistema
.':h = 2y + Y1 + ¥s
y_l = ¥ + 242 + Y
Ya=u + ¥ + 2¢5.

La ecuacién caracteristica tieno la forma

2—) 1 1
1 2=} 1 =0
| 1 2}

o bien
(1 — A2 G —4)=0.

Ahora bien, A, = 1 es la raiz de segundo orden de multiplicidad y
Ay = 4 es la raiz simple de la ecuacién caracteristica. El sistema (3)
para A, = 1 tiene la forma

a1+ﬂg+as=‘=0
o -+ ¢y + az =0,
o 4+ oy + ay = 0.
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Por eso a,, a,;, o3 deben ser tales que o, + o, + ay = 0, o sea,
tenemos dos variables libres, digamos a, ¥ o;.

Por eso, por ejemplo, o’ = (—1, 1, 0), a@® = (~—1, 0, 1) son
los vecteres propios linealmente independientes de la matriz 4
de nuestro sistema (la matriz 4 es simétrica). Para Ay = 4 encontra-
mos a® = (1, 1, 1). Por eso

—e! —et gk
y‘=( e e N A
0 et ett

son las solucicnes linealmente independientes e
¥y =Cy' + Coy* + Cop
es la solucion general de nuestro sistema.
En la forma desarrollada la golucién general puede escribirse asi:
U (8) = —(Cy + C,) e 4 Cgett,
Yo (8} = Cie* + Cge¥,
¥s (1) = Cpe’ + Cpet',

Observacion 3. 8i la matriz A es simétrica (ay; = ay), entonces
el operador lineal correspondiente de A seré autoconjugado y, como
sabemos, en este caso, cualesquiera que sean las raices que la ecuacién
(5) tuviera (incluyendo también las multiples), existe un sistema de n
vectores propios a linealmente independientes y, por consiguiente,

para el sistema (1) con la matriz simétrica 4 se puede escribir la
solucidn general, conociendo los vectores e, . . .| a™ 1),

§ 1.22. Reduccién

de un sistema de ecuaciones
a una sola ecuacién

LeMaA 1. Sea dado un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer
orden con coeficientes constantes ay,

................... (1)

d,
:‘h =&p YT .n- +annyn“"fn {t)’

donde [, (t) son las funciones dadas en (a, b) que tienen un niimero nece-
sario de derivadas.

*) Véase nuestro libro +Mateméticas superiores. Elementos de &lgebra lineal
v de geometrfa analiticas, §§ 15, 22, 25.

7+
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Si las funciones y, (t), . . ., Yo (t) satisfacen este sistema, entonces
la funcidn y; (t) satisface la siguiente ecuacién diferencial de n-ésimo
orden

D(Tz)w(‘)=¢';(t). G=1,...,n),
donde

D)=| -+ == cem e (2)
Brq Qpg - a,‘,,-—l

es el polinomio caracteristico del sistema (1) y las funciones ®; (t) se
definen por ay y f, (s = 1, . . ., n) (véase a continuacién (4)).
DEMOSTRACION. Escribamos el sistema (1) en la forma siguiente:

(au"""‘_) Yitapls+ .ot amyn =1 (1),

aniy!+an2y2+ '-"+' (ann'—‘gi‘) y"mf,‘{t).

Designemos el elemento del determinante (2) situado en la k-ésima
fila y la l-6sima columna por by (A) y el complemento algebraice
correspondiente, por My; (A) (por ejemplo, b&,; (A} = a;; — A,

b3 (A) = a,4). Si en estas expresiones sustituimos A por 7 i , obtenemos

los operadores diferenciales b“(%) . M"‘(E)‘ Sa les puede

aplicar los razonamientos semejantes a los aplicados para deducir
el teorema de Kronecker 1).
Tenemos

’i‘=}.|
Eb.;{xw.,m =8,;-D(A) 5:1""[0 o

(o0 sea, la suma de los productos de los elementos de cualquier columna
del determinants D (A) por los adjuntos de esta misma columna (de
otra columna) es igual al determinante D (L} (es igual a cero)). Por
eso

o d d ) d
21 b () Mar () =D (7). @
e -
Apliquemos ahora a la primera ecuacién (1”) (més exactamente
a sus miembros primero y segundo) el operador M, ,(%) , (o sea,

%) Véase nuestro libro «Matematicas superiores. Elementos de algebra lineal
¥ de geometria analfticas, § 4.
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realicemos una serie de derivaciones, multiplicaciones por un nimero
v adiciones); apliquemos a la segunda ecuacién el operador My, (-;‘-) i
etc. y sumémoslas. Entonces, sobre la hase de (3), obtenemos

3 Moy (L) bus (L) 1y=D (L) 4y= 3 M,y (L)1 0
=y

o sea,
D(E) 0= (=1,....m,
donde
®; ()= 3, M,y (£) 1. (0. (%
g=ai
Qbservacién 1. Si todas las f, ({) =0 (s = 1, ..., n), entonces

®; (1) =0 y le ecuacién diferencial serf la misma para todas las
funciones y; (t):

d
eJEMPLO {. Reducir a una sola ecuacién el sistema
?l = lh + Y2
Yg = Hs-
Escribamos este sistema en la forma

(1 _%)yi'l'ya"‘ﬂ;

5
0+ (1—4)wm=0 )

Aquf bu=1—%, b=1, by =0, bn=1—%; My=1-
—%, M,=0 My;=—1, Maa=1—]§dr- Aplicando a la primera

ecuacién (5) el operador M, y a la segunda, el operador M,
y suméndolos, obtenemos

(1=2) vt {1- F)w—(1-7) -0
0 sea,
{1 = "5;“)391=9r Y= 2y, +yy = 0.
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De un modo completamente anélogo, aplicando a la primera ecua-
cién (5) el operador M,, = 0 y a la segunda, el operador M,, —

=1 —?‘% ¥ sumédndolos, obtenemos
d 2z
(1 — ‘EE—) Y= 0

Podemos obtener también esta ecuacién diferencial con ayuda del
atro método. Por ejemplo, derivando la segunda ecuacién, tenemos

Y3 = ¥a-
Sustrayendo de esta ecuacion la segunda ecuacién del sistema, obtene-
mos

yn—zﬁ}l‘f'ye:&

§ 1.23. Sistema no homogéneo
de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constanfes

El sistema de ecuaciones

d
j‘i‘!.r:a,,y,+ oo F U+ 1y (t:"

MO (1}
g: =Anglfy+ 2 Bupify "l'fn (3),
o bien
B Ay+ 1), (1)
donde f (t) = (f, (t}, . . ., /a (t)) es la funcidn vectorial dada, con-
tinua en (a, b), ap, son los nlimeros constantes dados y 4 = || ax; |,

se llama sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales de primer
orden con coeficientes constantes.
La solucién general del sistema (1) es igual a la suma

y(H=2 Cup () +y° () (2
R=1
de una solucién particular cualquiera de este y* (t) y de la solucidn
n

general 3, Cpy* (1) del sistema homogéneo correspondiente
=

Liyl=-2L _ay=o. (3)
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En efecto, la suma (2) para cualesquiera constantes Cy es, eviden-
temente, la solucion del sistema (1):

LIZ Ot +yl=Liy)=1.
Por otro lado, si y es la selucién del sistema (1), entonces
Ly—yl=Llgl—LIpPl=ft—ft=0,
pero en este caso para ciertas constantes Cy
y-—y"=kzl Gyt

Si se conoce la solucién general del sistema homogéneo (3), la
solucién particular del sistema no homogéneo (1) se puede encontrar
por el método de variacién de las constantes arbitrarias (método de

Lagrange 1)),
Supongamos que

v)="3 Car )
B==]

es la solucién general del sistema (3), o sea, y* (t) son las soluciones
particulares linealmente independientes (3):

Ligl =o(k=1, ..., n.

Consideremos Cy = Cj (f) como funciones de ¢ y escojimoslas de
modo que la funcién

vi=3aoro 0

sea la solucién particular del sistema homogéneo (1). Derivando
tenemos

W< dh
=2 [amF+ o).
Rsaf
Sustituyendo los valores de U y de %J en (1'), obtenemos

S [amZ et )= 3 omayt =10,
k=1

k=1

1y L. Lagrange (1736—1813), ilustre fisico y matemitico francés.
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o bien
Saorwi+3 Goro=10.
CGomo L [y*] = o, para definir Cj (t) obtenemos el sistema
Saoro=-ro )
con las funciones vectoriales f (£) y y* () continuas en (a, b).
El sistema (5) es lineal respecto a Cj (£) con el determinante igual

al de Wronski del sistema de los vectores yt, . .., y*. Puesto que
este determinante no es igual a cero, el sistema (5) tiene una sola

solucibén: €} () = @ () (k= 1, . .., n). Las funciones ¢ (£) son
cgntinuss, porque son continuas las funciones vectoriales f (f) e
¥ ().

Integrando, encontramos
o= foma ¢t=1,...,n.

Sustituyendo estos valores en (4), obtenemos la solucién particular
del sistema (1).
EJEMPLO 1. Resolver el sistema

é}z =1y + 2y, + ¢,
Y2 = 24+ ¥
Es fécil comprobar que
¥ = Cie® + Coe!y Yy = Cie® — Cpe~t

€s la solucién general del sistema homogéneo. Hallemos la solucién
particular del sistema no homogéneo con ayuda del método de Lagran-
ge. Supongamos que C;, = C, (t), C, = C, (t) son las funciones de 2.
Entonces

=30 (M) —Ca) e +C () +Ci (et
Ya = 3C, () & + C, () e~ + €] (&) e — C} (t) e~*.

Sustituyendo estos valores de las derivadas y las propias funciones
en nuestro sistema, obtenemos

CL@ e +C (e = ¢,
Cl (&) e — CL (t) et = O.
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El determinante del sistema dado es el de Wronski

ear et
ea!‘ —8"

= 22 £ 0,

Por eso el sistemaes soluble:
Cly=g ™, Ci)=ger.
Integrando, obtenemos
Cilty=—g e, Cy(t)= 1™

Ahora bien, la solucién particular tiene la forma

B(H=0, p)=—1e

La solucién general se puede escribir en la forma

Yi By =Ce¥t +Cae™,  y, (1) =Cye¥* —Cre~'— ';— e,

En la forma vectorial (matricial) esto se escribe asi:

ed! et 0
Y T Gy |

A continuacién, en ejemplos, mostraremos como se puede hallar
la solucién particular del sistema (1) cuando f; (£) = &; sxp (A;2)
(i=1, ..., n), donde &;, A, son los nimeros constantes dados.

La solucién particular de un sistema no homogéneo linesl de
ecuaciones con coeficientes constantes en el caso en que los segundos
miembros f; (¢) tienen la forma especial (exp (kf) o t™ exp (kt)) puede
encontrarse por analogia con la solucién de una ecuacién diferencial
no homogénea.

BEIEMPLO 2. Resolver el sistema

dr

T=x+2y+g“
dy t
_dT_Zx+y+es 3

Resolvemos primeramente el sistema homogéneo. La ecuacién

caractoristica
1—2 2 8
2 t—al"
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tiene las rafces &; = 3, A, = —1. Por lo tanto, la solucién general
del sistema homogéneo se escribird en la forma

2= Ce¥ o Cpet, y = C¥ — Coe-'.

A los términos independientes del sistema f, (t) = €', f, () = e
les corresponden los niimeros 4 y 3. El niimero 1 no es la raiz de la
ecuacién caracteristica, mieniras que 3 es su raiz de segundo orden
de multiplicidad. Por analogia, al igual que para una sola ecuacién,
ponemos

bie' + (by + byt) e,
¥ = ae' + (ag + a,t) e
Sustituyendo estas funciones en nuestro sistema, enconiramos
b =0, by =0, by=1/2;
a, = =112, a, = 1/4, az = 1/2.

La solucién general del sistema no homogéneo se eseribird asi:

x

z=C e Ce! +-:—;-53‘,
y=Cped — et —g-et - (- +5-) €.

§ 1.24. integracién de ecuaciones
diferenciales medianfe series
de potencias

En este parrafo se examinan dos ejemplos de resolucién de las ecua-
ciones diferenciales lineales de segundo orden mediante series de
potencias. Ciertos polinomios son sus coeficientes.
.- El segundo ejemplo estd dedicado a la ecuacion de Bessel que es
- imiportante en las mateméticas y sus aplicaciones. Las soluciones de
la gcuscién de Bessel que forman su sistema fundamental de funcio-
nes no son funciones elementales. Sin embargo, como veremos, ellas
se desarrollan en series de potencias cuyos coeficientes se caleulan
con bastante sencillez.
mEMPLO 1. " —ay =0, y (0) = 0, y’ (0) = 1.
En el caso dado p, (z) = —=z, o sea, es el polinomio de primer
grado respecto a z. Busquemos la solucién en la forma de la serie

¥ (z) =u§u a2t (1)

En virtud de la condicién inicial y {0) = 0, obtenemos a, = 0. De la
condicién y* (0) = 1, tenemos ¢, = 1. Derivanda formalmente la
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serie dada dos veces término a término y sustituyéndola en la ecua-
cién, obtenemos

S k=D r=z 3wt )
k=2 k=0

Comparando los coeficientes de potencias iguales de z en los miembros
primero y segundo de (2), obtenemos:

a,=0, 3-2a;=a,, de donde a3=2l_°5=0;

4.3a,=a,, de donde a;u-&;
5-4a;=a,, de donde a,=0;

6-5a4=a;, de donde ay= 2 =0;

Gn-s

n{n—1}an =@, dedonde a, = n—0

Puesto que tenemos a, = a, = 0, todos los coeficientes

Agr = O, Agk4a = 0.

Luego
PO 1. (. 1
Bk+103k 3467 .. 3k (3k+-1)
k=12 ...
Asi, pues,

. at %7 eI
y@ =2+ g+ gger - tager e T 8

Segin el principio de D’Alembert el radio de convergencia de esta
serie es igual a la infinidad. Por consiguiente, todas nuestras opera-
ciones han sido validas y la suma de la serie para todos los valores de
z es la solucién de la ecuacion.

EIEMPLO 2. Ecuacidn de Bessel1):

2" +zy 4 (22— )y = 0. (4)

Se reducen a esta ecuacién muchos problemas de la fisica mate-
matica.

1 F. W. Bessel (1784—1846), astrénomo alemdn.
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Busquemos la solucién particular de (4) en la forma de una serie
de potencias generalizada

y=2aP é}o apz®, (5)

Derivando {0) dos veces término a término y sustituyendo en (4),
obtenemos

xEo L i hz apahte =0,
= =0

*f’:o agehtP [(k+p)* + 22— 92 = 0.

Comparando los coeficientes de potencias igueales de z, obtenemos

| ae*—v) =0, )

2ot | ay[(p+1)P—v7] =0,

‘2t | g [(p 2 —v¥]+ e =0, 3
249 | ay[(p+ 32—+l +a, =0, o
zete | ap[(p+p)*—v3+ap, =0, JI

Supongamos que el coeficiente a, de potencia inferior de z es dis-
tinto de cero, entonces la primera ecuacién en (6) ofrece el aspecto

p= =t

Sea por ahora p = v > 0. Entonces de la segunda ecuacién de (6)
obtenemos a, [(v -- 1) — ¥%} = 0, o ses, a, = 0 y, por consiguiente
todos les coeficientes provistos de niimeros de orden impares asimismo
son iguales a cero (@gp4+; = 0). Luego

WO | DS
e (o !
2 a
S (= T et T e T I 0

Gar = TP v F )V D) - )

(—1)? a5 ]

Cuando p = —v (v &3 un ndmero nc entero) del mismo modo
obtenemos
s - (—1)Paq
Gpn =0 T = TR () (R
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Ahora bien, para p = v la solucién de Is ecuacién (4) se escribirf
asi:

SR S oo
y-—ﬂozn 25l (v+1} ... (vFp) ° )
p—

Introduzcamos para el examen la funcidén

T (p)= i e=zP-tdzs, (p>0),

que se llama funcién gamma de Euler. Es fécil comprobar que
I'(p+1)=pl'({p) v que para los nimeros enteros p >0,
re+1)=np

Para los nimeros negatives p, T’ (p) se determina de otro modo;
no obstante, la propiedad T’ {p + 1) = pI' (p) se conserva.

Si se escoge un nimero constante arbitrario ¢, = 1/(2'T (v - 1)),
la (8) se escribe

S (—1)P (z/2)2P+Y
Jul@)=y= % T IO TEv D) ®)

p—
Cuando p = —v, escogiendo a, = 1/(2-T' (~v 4 1)), de un
mode anflogo obtenemos

Yy S (=P (Y
Skl U= Eu TGO (3T D"
pe

(10

Las funciones J, (z} y J_, (z) se llaman funciones de Bessel de pri-
mer género de orden v y —v, respectivamente.

La serie (9) converge para todos los valores de z, mientras que
la serie (10) V & = 0 y ambas permiten la derivacién doble término a
término. Por consiguiente, J, (z) ¥y J., (z) son las soluciones de la
ecnacién de Bessel (4).

Si v no es un nimero entero, entoncesd las funciones J, (z} y
J_, (z) son linealmente independientes, ya que sus series comienzan
con diferentes potencias de z y la combinaci6n lineal

ayJy (@) 4 @l -y () =0

solamente cuando «; = o, = 0. Por es0 en este caso la solucidn
general (4) tiene la forma

¥y = CJy (@) + CyJ -y (@)
Si v = n es un niimero entero, se puede mostrar que
J—n {z] = {_1)" Jn (3)!
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o sea, estas funciones resultan linealmente dependientes (I' (p) para
nimeros enteros negativos p y p = 0 se convierte en infinito). Por
aso por segunda solucién linealmente independients debe tomarse
cualquier otra funcién. Generalmente se toma la funcién de Bessel
de segundo género Y, (z). Esta funcién es cierta combinacién de las
funciones Jp, (2} ¥ J_m (z):

| Jy{z) cosv n—J_y (2}
Yolo)= lim =

(v es un nimero no entero y tiende hacia n).
Observacién 1. Ahora bien, la solucién general de la ecuacién (4)
para v = n natural tiene la forma

¥ = CyJy (z) + CgYn (),

donde C,, C, son las constantes arbitrarias. Notemos que la funcién
¥, (z) no estd acotada en el entorno z = 0. Por ejemplo,

i k
=z fre)-23 G (315 4
he=i b

m 3

donde C es la constante de Euler (C =~ 0,577).

Fig. 186.

Por eso toda solucién de la ecuacién (4) acotada en el entorno de
z = 0, tiene la forma y = C,J, (z}, o sea, para ella C; = 0.

Loa gréficos de las funciones de Bessel J, (z) (par) y J, {z) (impar)
se muestran en la fig. 16.

§ 1.25. Elementos de [a teoria
de la esiabilidad

En muchos casos es importante conocer no sélo una solucién concreia
del problema que responde a las condiciones iniciales dadas sino el
cardcter del comportamiento de la solucién al variar las condiciones
iniciales y al variar el argumento. Son las cuestiones de las cuales
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se ocupa la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales. Una
de las partes principales de esta Gltima es la teoria de laestabilidad
de una solucién o bien la teoria de la estabilidad de un movimiento.

Supongamos que cierto fendmeno se describe por el sistema de
ecuaciones diferenciales

B ity g et (=1,...,n) (1)

con las condiciones iniciales

yi b)) =910 (i=1, ..., n). (2)

Las condiciones (2) son por regla general el resultado de una
medicién y, por lo tanto, han sido obtenides con cierta precisién.

Si variaciones tan pequefias como quiera de las condiciones inicia-
les son capaces de cambiar fuertemente una solucién, entonces la
solucién del sistema (1) definida por los inexacios datos iniciales,
escogidos por nosotros, no tiene ninguna importancia e incluso de
un modo aproximado no puede describir el fenémeno.

Por eso es importante conocer las condiciones para las cuales
una variacién pequefia de las condiciones (2) provoca una variacién
pequeiia de la solucién del sistema (1).

Si ¢ varia en un intervalo finito bastante pequefio ) ¢, — ¢ | << T,
la respuesta a esta pregunta se puede encontrar sobre la base del

teorema de existencia y de unicidad.
TEOREMA { (SOBRE LA DEPENDENCIA CONTINUA DE LA SOLUCION DE

LAS CONDICIONES INICIALES). i el segundo miembro de la ecuacidn dife-
rencial

L, ) (3)

es continuo también respecto a la variable y tiene la derivada parcial
acotada (| fy | << N) en un rectingulo D ={t, ~a < t < t, + a,
Yo— b< y< yy + b), entonces la solucién de la ecuacién (3)
¥ {t) =yt to, vo), que satisface la condicibn inicial y (t,) = Yo,
depende continuamente de los datos iniciales. Mds exactamente, para
todo valor de e > 0 existe 1ol mimero § > 0 que si | yy — 4, | <6,
entonces

ly (& 2o yo) — ¥ (8, Lo, o)l <<=
cuando

lto—t1<T, T<T, To=min{e, %, o},

M= max |f(t, p) |
(t, VIED
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DEMOSTRACION. Al demostrar el teorema de existencia (§ 1.6) hemos
obtenido que

1
yO=v =yt {10 y®) at,
to

TO=v(t to Yo =0o+ | 1t FO)aL.

De aqui, aplicando el tecrema de Lagrange (explicaciones siguen a
continuacién), obtenemos
t

Ly =7 O1<ivo= |+ { 11, y O) =1t V) 18t

to
<|po—U+N| t—1, | méx| y(O—y 1<

<l¥o—Fol + NT méx |y () —y (B)].

Coma TN <1, entonces

A=TM |y —FWOI< yo—Fo b
o bien

ly @) —§ O 1 < lyo— G0 W — TH).
Si ahora tomamos

[¥o— Yo | <B, donde & =2 (1 — TN),
eantonces

lp @) —3 @01 <e.
Hagamos algunas explicaciones. Tiene lugar la inecuacién

£
1yt t v = I<| | 10 v D Bt |<1 101 ST,
to

donde TM < ToM <Cbo bien b — M = 8, > 0 que muestra que
la' curva integral y (t, o, ¥,) para [¢—t; | <CT pertenece & un
rectdngulo que se halla estrictamente dentro del rectingulo D.
De aqui ss ve que la curva

Yt to Fohy 1t—t <7
tampoco sale fuera de los limites del reetdngulo D si sblo
V5o — Yo | <80
Esto muestra que el teorema de Lagrange més arriba ha sido
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aplicado en un mode argumentado, en tode case cuando § << &g,
puesto que segln la condicién la funcién f (¢, y) tiene la derivada

continua g—‘( en D,
¥

Semejante teorema es vilido también para el sistema (1),

Si se cumplen todas las condiciones del teorema, se dice que ol
problema ha sido planteado correctamente.

Hemos estudiado la estabilidad de una solucién en un segmento
bastante pequefio de valores de ¢t.

Sin embargo, si el argumento ¢ € [£;, oo) pueds tomar valores
cualesquiera, entonces es la teoria de la estabilidad que examina si
la solucién depende o no de los datos iniciales.

DEFINICION. Supongamos que ¢ (f) = {g, (), ..., @, (£)} es la
soluci6én del sistema (1). La solucion ¢ (£) del sistema (1) se Jlama

4

Fig. 17.

esigble segiin Ligpunov ') si para tode valor de & = 0 existe § > 0
tal qué para una solucién cualquiera y (f) = {y, (), . . ., ya (8)} del
mismo sistema, cuyas condiciones iniciales satisfacen las inecuaciones

]yl (!0} — (‘0) J {6 {j i 1! ooy R), (4)
sean validas las inecuaciones
90 () =@ () [ <e (i=1, ..., n), VE€lt, o). (5)

Ahora bien, la solucién ¢ (t) es estable segiin Liapunov si las
soluciones préximas a ella en cuanto a las condiciones iniciales per-
manecen préximas también para todos los valores de t >> ¢, (fig. 17).

Si la solucidn ¢ (¢) es estable segin Liapunov y, ademas,

}i{flystt)—% () 1=0 (i=1,...,n), (6)

ella se llama estable asintbticaments.
Notemos gue de (6) no se deriva la estabilidad segiin Liapunov.

Y A. M. Liapunov (1857—1918), ilustrc matemélico y mecdnico ruso.

8-130
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EIEMPLO 1. -%i—: —~y, ¥{xo) =Y

La solucién general de esta ecuacién y = € exp (—z). La solucién
que satisface la condicién inicial tiene la forma

¥ = Yo exp (zo — 2).

Si ahora imponemos otra condicidn inicial § (z,) = #,, la solucién

serd
Y = Yo OXP (Zo—2).
De aqui
ly —F 1= lyo—Uolexp(ze— 2) << | Yo — Fo |
para todos los valoresdez > z,. Por eso si Jy, — 7, | <8 = &,
entonces |y — ¥ | << €, o sea, la solucién y = y, exp (z; — z) es
estable segiin Liapunov cuando z 2> z,. Ista solucién es también
estable asintoticamente, ya que
lim |y —gl= lm [yo— go|exp (@ — ) = 0.
=+t o0 X=-+oo

riEMPLO 2. Andlogamente, para la ecuacién y’ =y se puede

mostrar gue
ly — )= lys— Folexp (z — a0}

para £ = x, si z, tiene un valor cualquiera.

Es evidente que, cualquiera que sea el valor de z, cuando x > zy,
la solucién y es inestable, ya que el factor exp (z — z,) = -too

cuando x — -}-oo.

La investigacion de la estabilidad segin Liapunov de la solucién
arbitraria @ (¢) = {@; (t), . - ., @n (¢)} del sistema (1) se puede reducir
a la investigacion de la estabilidad de la solucién trivial (idéntica-
mente igual a cero) de otro sistema cualquiera. Para eso es nece-
sario pasar a las nuevas funcionmes incégnitas

Iy {t)=y! (3)*—% (t) (i'= 1v =4y ﬂ). (7)
De agui

Por eso el sistema (1) pasa al sistema
ELfilty 2k @ () ooy Za b @a (D] —
—filty @)y - (D) (i=1, ...y n). (8)

El sistema (8) tiene la solucién trivial
z (B)=0 (i=1, ..., n). (%)
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Da lo dicho se deriva el teorema siguiente,

TEOREMA 2. La solucidn @ (t) ={p, (), . . ., @, (8)} del sistema (1)
es estable segun Liapunov (es estable asintéticamente) si y sélo si es
estable segin Liapunov (es estable asintéticamente) la solucién trivial
(punto de reposo) del sistema (8).

Esta solucién posee la propiedad consistente en que el punto

(zy (t), . . ., z, (t)) en realidad permanece inmévil al variar £, es decir,
queda en el lugar. En este caso la misma solucién (9) y el punto
0, ..., 0) se Haman posicién de equilibrio del sistema (1) o bien

punto de reposo.
Las condiciones de estabilidad, en cuanto al punto de reposo

z=0(=1,... n), se pueden ‘enunciar asf: el punto de reposo
z2y=0 (=1, ..., n)del sistema (8) es estable segiin Liapunov si
Vex>0 36 (a} > 0 tal que de la inecuacién

2 (Lo} | <8 (2) (i=1,...,n)
resulta

Jxl(!)l<s {izil e ey n)v V‘}‘m

0 sea, una trayectoria, cuyo punto inicial se encuentra en cierto
8-entorno del origen de coordenadas, para £ > {, no sale fuera de los
limites de un e-entorno arbitrario del origen de coordenadas. Aquf
hablamos de entornos rectangulares, pero se puede pasar a los esfé-
ricos 1o ¢.ai es comodo sobre todo para la forma vectorial de notacién
de la solucién z (&) = {z, {t), ..., zn () }:

o) I<8@=>z@ll<e, l|lz}= ]/ﬁi’]l |z 2.

Observacién 1. La solucién particular arbitraria y, (f) del sistema
no homogéneo lineal de ecuaciones diferenciales

Y ay+1e (10)

(véase § 1.23, (1')) es estable segun Liapunov (es estable asintética-
mente) si y sulo si es estable segiin Liapunov (estable asintética-
mente) el punto de repose del sistema homogéneo correspondiente
(véase el teorema 2)

d
%:Az. (11)

En efecto, el sistema (10) es un caso particular del sistema (1)
y el sistema (11) es un caso particular del sistema (8). Aqui los térmi-
nos independientes han desaparecido, ya que la funcién 7 (f) depende
solamente de ¢ y no depende de las funciones buscadas.

g
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TEOREMA 3 (DE LIAPUNOV). Supongamos que se da el sistema

d .
Fl _h(ﬁ IORERT yn}1 {“'=1v ...,n}. (1)
que tiene la so.luaén trivial y; () =0{i =1, ..., n).
Admitamos que existe la funcidn derivable v (y,, . . ., y,) gue satisface
las condiciones:
1)”(?1:-‘;Qu)?oyv—ﬂaalocuandoyl-—. .--yn=0

o sea, la funcin v tiene el minimo riguroso en el origen de coordenadas.
2) La derivada total de la funcién v a lo large de la trayectoria de
fases (0 sea, a lo largo de la solucidn y (t) del sistema (1))

n

n
dv dr dy
o= = : gy—!—df’= E 5‘.’!1 fr(t v oo yn) SO para t2>4,.
=1 jm
Entonces el punto de reposo yy =0 (i = |, . .., n) es estable segiin
Liapunov.

Si se exige adicionalmente que fuera de un entorno tan pequ.eno como
e quiera del origen de coordenadas (y} + . .. + ¥n 2 9)

dv
FTS—B<0, (t2=21),
donde P es una magnitud contstante, entonces el punto de reposo y; (1) = 0

(i =1, ..., n) es asintbticamente estable.
La funcién v se llama funcién de Liapunov.

EJEMPLO 1.
gy -
- =WV
d!i’s
=l ys

Es fécil ver que el punto de reposo y, = y, == 0 es la solucién
del sistema dado. Aclaremos si es estable o no este punto.

Examinemos la funcién v (y;, ¥.) = yi -+ ¥;. Ella satisface
todas las condiciones del teorema:

1) v {yy, y3) >0y v=0 sélo cuando y; =y, = 0

*2) A lo large de la trayectoria de fases

d v d fy 4
= ey =W (=) 2 (=) =

s
= =20 +y)<0.
Ademas, fuera del entorno del origen de coordenadas (y} + ¥2 =
Z>6>0)

dp
s

—p<0
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(donde.ﬁ es el minimo de la funcién 2 (¥} 4 yi) fuera del circulo
¥ + 3 = 8). : ;
* Porlo tanto, la solucién y, = y, = 0 es asintéticamente estahle,
Observacion 2. Se recomienda buscar la funcién de Liapunov en la
forma cuadrética de los argumentos y,, . . ., ¥,, 0 sea,

v= 2 a4y -
i.J

La primera exigencia trata de que v debe ser una forma cuadrética
definida positiva. La manera de escoger los coeficientes a;; para.que
la forma v sea definida positiva, se sefiala en el teorema-de Sylvester'?)

~0).

Qyy Ay LTS PN

ol t IR

(311:-""0

@gy Qg Ay »+0a Qg

§ 1.26. Clasificacién
de los puntos de reposo

La investigacién de la estabilidad del sistema de dos ecuaciones
lineales de primer orden con coeficientes constantes

id:" =y +’ G2l
6

d
“ar = @it + oy

se puede realizar sobre la base del teorema de Liapunov. Sin embargo,
el sistema (1) puede ser investigado en cuanto a su estabilidad tam-
bién directamente, ya que podemos resolverlo.

Supongamos que el determinante

LT
Qpy Ogp

A=

50, V)

Es fécil ver que y (t) = z (t) == 0 es ra solucién del sistema (1)
con las condiciones iniciales nulas. )

Para hallar la solucién general debemos encontrar las rafces de
la ecuacién caracteristica

E“""'l Qyp
ay Gy —2

1} Véase nuestro libro «+Mateméticas superiores. Elementos de algebra lineal
y de geometria analiticas, § 22. 1. J. Sylvester (1814 —1897), matem&tico Inglés.

l=3-2'-(ﬂu+“zz)l+ﬁ=o' 3
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De la condicién A s= 0 resulta que A = 0 no es una rafz de la
ecuacién caracteristica (3).

1. Supongamos que las raices de la ecuacién caracteristica ALy A,
son reales y diferentes. Luego, supongamos que & = (a,, o)y B =
= (By, Ba) son los vectores propios de la matriz 4 que responden a las
rafces A; y A,, respectivamente, o ses,

(ays—2y) @y + a0, =0, } (@n—2) By + af, =0, ] %)
Og00+ (@ —M) 0, =0, | a,B; + (ay,— )P, = 0.
Entonces, como sabemos, la solucién general del sistema (1) tiene
la forma
@ =C\oert 4 C,f erst,
y=Coert - C Prehat, } )

donde €, y C, son las conslantes arbitrarias.

8i A, <<0, A, <0, entonces de (5) se ve que el punto de reposo
z = y = 0 es asintéticamente estable.

En efecto, consideremos, por ejeruplo, que ty = 0, entonces la
solucién (5) que pasa por el punto (z,, y,) en el instante de tiempo £,
se determina por las constantes C; y C, que se hallan a partir de las
ecuaciones

zq = Cioy -+ Cfy,
Yo = Ciay + Cof,,
donde B, ~— @,f, 5 0. Pero_entonces
C, = Axy + By,, C, = Dz, + Ey,,

donde A, B, C, D, E son ciertas constantes, Por consiguiente,

lz(®) | < | Az + Byy | |oq | + [ Dxo + Byo | | By I
ly &) | < | Azg + By, || oy | + | Dzy + By, |1 B3 |,
porque |eMf [ <4, |eM?! [<I1 cuando A, <<0 y Ay <<0.

De aqui resulta que pera todo valor de & > ( existe § > 0 tal que
tan pronto como |z, |, | ¥ | << 8, se cumplen las inecuaciones

lz@ 1 1y @) | <e, (E>0),

o sea, ol punto (0, 0) es estable segiin Liapunov. Adem4s, en virtud
de gue
exp (hit) ~ 0, (t— +o0},

de (5) se deduce, evidentemente, que el punto (0, 0) es asintética-
mente estable,
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Si eliminamos el argumento ¢ del sistema (5), 1a funcién obtenida
¥ = @ (z) ofrece la trayectoria de movimiento en el sistema zOy.

El punto material que se encuentra en el instante inieial de
tiempo ¢ = i, en el 6-entorno del origen de coordenadas pasa, cugndo
t llega a ser suficientements grande,
al punto que se halla en el e-entorno
del origen de coordenadas y, cuando
t— o0, tiende hacia el origen de
coordenadas.

Tal punto de reposc se llama nudo
estable (fig. 18).

En la fig. 18 se muestra la situacién
de las {irayectorias correspondientes al
caso dado. Las flechas sefialan el sentido
de movimiento del punto por la trayec-
toria cuando ¢ — oo, Todas las trayec-
torias, a excepcion de una, en el punto Fig. 18.
(0, 0) tienen una tangente comtn. Si
suponemos que [A, | << |4, |,la pendiente de la tangente es ignal
a a./a,.

En efecto, de (5) tenemos (C, 5% 0)

Ay a3 (C1ae™ + CoB ™) + gy (Craae® ¥ 4 Cofi ™) -
92 gy (Chauet - Cose’™) a1y (Crctge™* -+ Cyfe™)

_ (Gt Cafye®r= M 4 0y (Crty +C!_ﬂ.¢“"1"'l
831 (C1ty +Cof 2 gy, (Cray+ €y el ~M¥)

801010y +82aC 0y _ G5 f-a8a9%s Aoty
tetoo anCily--a50010y  an®apa Mo,

si @, =0, ya que en virtud de (4)

@ + a0ty = Moy, a0y + a,a, = Ma,.

Si a; = 0, entonces, razonando del mismo modo, obtenemos
dr o

B = 0 (b £ 01).

=4
5i € = 0, de (5) obtenemos la trayectoria

= X,

1

La tangente a esta trayectoria (recta) tiene la pendiente B,/P,.
Ahora bien, la tangente a las trayectorias en las cuales C, 5= 0,

es paralela al vector propio @ = (@,, @,) que responde al niimero
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propio &; minimo por su valor absoluto (cuande «, = 0 este vector
estd orientado por el eje y).
Ademads, hay una trayectoria (para C; = 0), a saber, la rccta

y = g: z la cual es paralela al segundo vector propio B = (f;, By}

que responde al nGmero propie A, miximo por su médulo).

Si ahora A, > 0 y A, > 0, entonces de (5) se desprende que el
punto de reposo z = y = 0 es inestable, ya que exp (A;) — oo
cuando ?— -~oo. Tal punto de reposo se ilama nudo inestable.

7 S

Fig. 19. Fig. 20.

El caso dado se obtiene del precedente sustituyendo ¢ por (—i). Por
eso las trayectorias tendréin el aspecto anterior, pero el movimiento
del punto por la trayectoria ocurriré en el sentido contrario (fig. 19).

Por tltimo, si el nimero A; << 0y A, >0 (o bien, al revés, A, >0,
A, < 0), el punto de reposo es asimismo inestable, ya que exp (A,2) —
— -+oo cuando ¢ — +-00. Losg puntos que se encuentran en el §-en-
torno del origen de coordenadas por la trayectoria

z = Cyfieht, y = Cyf,eh
se van al infinito. Notemos que en el caso dado hay una trayectoria

por la cual el movimiento del punto se realiza en el sentido del
origen de coordenadas cuando i -—- --co:

_ z= Cyayert, y = Ciaeht,

Es la recta o,y — o,z = 0.
Fl punto de reposo de este tipo se llama ensilladura (fig. 20).

2. Supongamos que las raices A, ¥ A, son complejas (jax; son
realesl)

A =p-+ig ky =p—ig (g5=0).

La soluci6n general del sistema (1) se puede escribir en la forma
de (5), donde los vectores & y f = & ya tienen las coordenadas com-
plejas.
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Las partes real e imaginaria de esta solucion también son la
solucién del sistema. Por eso la solucién general del sistema (1) se.
puede escribir en forma de la combinacién lineal de estas soluciones:

x = e®! (C, cos gt + C, sen qt), ] i
y = €™ (a cos gt + b sen qt), ©)
donde Cy ¥ C, son las constantes arbitrarias y e, b son ciertas com-
binaciones lineales de estas constantes.

(e = kCy + IC,, b= mC, + rC,).

Vamos a ilustrar este hecho citando un ejemplo concreto.
gsempLo 1. Hallar la solucién general del sistema

i:x—y'
‘I;.—_ 2.1’—y.
La ecuacién caracleristica
S 0, o bien A241=0
5 _ g g\=% 0 bien +1i=
tiene las raices A, = i, A, = —Ii. Las coordenadas de los vectores c

y P se obtienen de las igualdades
l—day —a,=0, 14+p —ps=0,

o sea, se puede poner o, =1, g, =1 —i; p, =1, B, =1+ i

Entonces
2= o,ett = cost 4 isent, y = oet = (1 —i)(cost + isent)=

= (cost + sen i) -+ i (sen £ — cos t)

es la solucién del sistema.

Las partes real e imaginaria de esta solucién son asimismo las
soluciones del sistema, ademés, son soluciones linealmente indepen-

dientes. Por eso su combinacién lineal ofrece la solucién general de
nuestro sistema:

2= C co5t 4 Cysent, y==C, {cost+ seni) 4
4 Cy(sent —cost) = (C;, — Cy)cost 4 (C, 4 Cp) sen t.
Ahora bien, en el caso dado
a=0C —C, b=C +C,
Cuando p = 0, las trayectorias de (6) para diferentes C,, C,, en

virtud de la periodicidad de los factores entre paréntesis, son curvas
cerradas, o sea, elipses que tienen por centro el punto (0; 0) (fig. 21).
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Este punto se llama ceniro. Cuando p = 0, falta 1a estabilidad asinté-
tica, o sea, el punto (x (), ¥ (¢)) se mueve por una de las elipses de la
familia indicada, recorriéndola un nmero infinito de veces.
Evidentemente, este punto no tiende hacia ningiin limite cuando
t — +oco0. Por otro lado, cuando p = 0, el punto de reposo (0, 0)
es estable seglin Liapunov. Vamos a comprobar esta afirmacién citan-
do el ejemplo anteriormente examinado. Hallemos la solucién del
sistema examinado en el ejemplo 1 la cual pasa en el instante de
tiempo t, = O por el punto xz,, y,. Es evidente que

z, =0y, yo =€ —Cy,
por consiguiente,
Ci=mxzy, Co=m — ¥
y la solucidén tiene la forma
z (t) = zgcos t + (x, — Yo) sen ¢,

¥ (£) = yocos &t + (22, — ¥,) sen L.
Luego tenemos

lz@ 1<z |+l + 1yl =2zt + Lyl
lu@® I<lpl+2]|ai+lvl=21z]4+2]pl

Asignemos & >0 sea & = e/4. Entonces, evidentemente, si
25 |, | %o | <6, para todos los valores de t

le()1<2 7+ <o
v )|<2 7+ 2.4 =e

llemos demostrado la estabilidad del punto de roposo segiin Liapunov.
De (6) se desprende que para p <<0 sl punto
(z, ¥), cuando t — oo, tiende hacia el punto
nulo z = 0,y = 0 llamado foco estable. La pre-
sencia del factor exp (pt) — O (¢t - 4-o0) transfor-
ma las curvas cerradas en espirales que se
aproximan asintéticamente, cuando ¢-—-» 4-00,
al origen de coordenadas (fig. 22).
Los puntos que se encuentran para t = f;en
un 8-entorno arbitrario del origen decoordenadas
van a parar en el e-entorno dado del punto (0, 0),
cuando t es suficientemente grande.
Fig. 21. Las trayectorias que tienden hacia el foco
poseen la propiedad consistente en que las tan-
gentes a las mismas cuando ¢ — oo no tienden a ningtn limite.
En esto el foco se distingue del nudo.
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En el caso de que p <=0, 8l punto ¢ = y = 0 es asintéticamente
estable.

Si la parte real p de las rafces A, ¥ A, es positiva, este caso pasa
al precedente cuando ¢ es sustituido por (—t). Por consiguiente, las
trayectorias conservan la forma representada en la fig. 22, con la

@

Fig. 22.

@

Fig. 23.

particularidad de que el movimiento del punto se realizard en el
sentido contrario. Ya que exp (pf} — -co cuando ¢ —» o0, entonces
los puntos que en el instante de tiempo inicial se encontraban en el
entorno del origen de coordenadas, luego tienden al infinito. Tal pun-
to de reposo lleva el nombre de foco inestable (fig. 23).

3. Supongamos que las raices &, y A, son iguales entre si (A; = 1,,
lay; es reall). Entonces ellas son reales y la solucién general del
sistema (1) adquiere el aspecto

x= (A4 Bt) eMt, } ;

y=(C - Dt) eMst, @

donde 4, B, C, y D son las constantes relacionadas entre si por dos
ecuaciones lineales que se pueden obtener si las funciones z e y se

sustituyen en ol sistema y éste se simplifica eliminando el factor
exp (A,1).
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Si &, <0, entonces exp (A,2) ~ 0, ¢ exp (A;f) ~ 0 para t ~ +oco
¥, por consiguiente, el punto de reposo z = 0, y = 0 es asintbtica-
ments estable. Se llama nudo estable (al igual que en el subpérr. 1).

S8ik >0, el punto x = 0, y = 0 es inestable y se llama nudo
inestable.

Observacion 1. 8i A = 0, la ecuacion caracteristica (3) tiene la
raiz & =0 y A, = a; + a4,

Sea A, 5= 0. Entonces la solucién general del sistema (i) se
escribird asi:

z = Cyoty -+ CyfeMt,
y = Cya, + C.p,eM,

donde C, y C,; son las constantes arbitrarias y apey + a;,0, = 0,
‘—anﬂ} + ay,p, = 0.

Eliminando el pardmetro #, obtenemos una familia de rectas
paralelas

y—Cyay ”%(W‘_Cs‘*i)-

Si A, <0, entonces, cuando ¢ -» oo, en cada trayectoria (en
uno de los rayos paralelos) los puntos se aproximan al punto de reposo
que se halla sobre esta trayectoria x =

=Co, ¥ = Cla,(y =%’:x)(fig. 24).

/ El punto {0, 0), al igual que todo

punto de la recta y = %:-:, para A, <0

A
= X .
/ « UFT asestable segin Liapunov, pere no ey
] asintéticamente estable.

0 = Si Ay >0, el punto de reposo es
/ inestable.
Si Ay = A; = 0 se puede haber dos

Casos:
ofy a) La solucion general del sistems
=g (1) tiene la forma z = C,, y = Cs.
En este caso el punto. de repose z =
Fig. 24. =y =0 es estable seglin Liapunov,
mas no es asintéticamente estable.
Notemos que la- situacién dada tiene lugar cuando la matriz 4 es
nula a;, =ag,=a,,=a,, = 0. En el caso dado todes los puntos del
plano (x, ¥) son los puntos de reposo estables segin Liapunov.
b) La solucién general del sistema (1) tiene la forma

z=0C; + Cyt, y =a+ bt
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El punto de reposo z = y = 0 es inestable.
En este ¢aso g, = —ayy, @55-as = 0.
EfEMPLO 2. Aclarar el cardcter del punto de reposo del sistema

x

=~z + ay,
1,: = —2y.
Planteemos la ecuacién caracteristica
—1-—-3 a
0 WEWES
Sus raices son: A; = —1, 4, = —2. Por lo tanto, el punto de reposo

z =y =0 es un nudo estable.
EJEMPLO 3. ¢Qué tipo del punto de reposo tiene el sistema

I. =xr—1U
y = 2x + .3y?
La ecuacién caracteristica
1—2 —1
3 o=t

tiens las raices complejas A, = 2 + i, A, = 2 — i, La parte real de
estas raices conjugadas es positiva, por eso el punto de reposo z =
= y =0 es un foco inestable.

Observacidn 2, Si Ja matriz A es simétrica, entonces, como sabemos,

la ecuacién caracteristica tiene solamente raices reales }). Ademds,
sabemos que

£ oo
G105 — Qyg = My g

Puesto que una matriz simétrica engendra la forma cuadritica
del tipo eliptico, hiperbélico y parabélico, en este case llamaremos
al sistema de ecuaciones diferenciales (1)

eliptico, si a,;8;, — a}; = M, >0,
hiperbélico, si aj0,, — 0}, = A, < 0,
parabélico, si aya,, — a}y = Mi, = 0.
De lo expuesto queda claro que si el sistema (1) es eliptico, ol

punto de reposo serd un nudo estable si A, <0, A, << 0. Esto es
posible cuando a;; << 0, a,, <<0.

*) Véase nuesiro libro eMatemaéticas superlores. Elementos de flgebra lineal
¥ de geometria analiticas, § 24,
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Si & > 0, &, >0, el punto de reposo serd un nudo inestable
(a1, >0, ag5 > 0).

Notemos que en el caso eliptico los nimeros a,; ¥ a4, son de un
mismo signo.

Si el sistema (1) es hiperhélico (a,;,a,, — a}, << 0), el punto de
reposo es siempre inestable (ensilladura).

Si el sistema (1} es parabélico, el punto de reposc es estable
cuando Ay = ay; + 253 << O © inestable cuando Ay = ay; -+ ag4 > 0.

EIEMPLO i Investigar el cardcter del punto de reposo de los
gistemas:

B) 2= —3z+2y, b) z=2+2, ¢ z=z+V 3y,

y=2z—5y;. y=224+3y =V 3z 3.

En todos estos ejemplos la matriz 4 es simétrica.
El sistema a) es eliptico, porque a, a,y — a}, = 14 > 0. Puesto

que g, = —3 < 0, ag, = —5 << 0, el punto de reposo es un pudo
estable.
El sistema b) es hiperbblico, ya que a8,y — aly = —1 << 0.

El punto de reposo es una ensilladura.

El sistema c} es parabélico, porque @, a,; — a,, = 0. Ya que
@y + ayg = 4 >> 0, el punto de reposo es inestable.

Observacién 8. Se puede demostrar (al igual que lo hemos hecho
para n = 2) que el punto de reposo es a ciencia cierta estable segin
Liapunov (es estable asintéticamente) en caso de un sistema homogé-
neo lineal de n» >> 1 ecuaciones de coeficientes constantes

dy __
_d':-__‘dyt

si todas las raices de la ecuacién caracteristica del sistema tienen
las partes reales negativas.



Capitulo 2

Integrales multiples

§ 2.1. Introduccién

Supongamos que en el espacio tridimensional en el cual esté
definido el sistema rectangular de coordenadas (z, y, z) se da la
superficie continua

z=f@Q =1(p Q= y) €Q),

donde £ es un conjunto acotado (bidimensional) para el cual es
posible definir el concepto de su drea {medida bidimensional, véase
a continuacién el § 2.2). Como  podemos tomar un cm:uln un
rectdngulo, una elipse, etc. Supongamos que la funcién f (z, y) es
positiva y plantecmos el probloma siguiente: es necesario determinar
el volumen de un cuerpo acotado superiormente por nuestra super-
ficie, inferiorments por el plano z = 0, y a la izquierda y a la derecha
por una superficie cilindrica que pasa por la frontera y del conjunto
plano @ y cuya generatriz es paralela al eje z.

Es natural que el volumen buscado se determina del modo siguien-

te. Dividamos © en un nimero finito de partes

Q, ... 2y, (1)
que no se recubren entre si a no ser por sus fronteras. Sin embargo,
estas partes deben ser tales que se puedan determinar sus dreas (medi-
das bidimensionales) que designemos por m€,, . . ., mQ y, respectiva-
mente.

Introduzcamos el concepto de didmetro del conjunto A: esla
superior exacta d (4) = sup ]P — P

P,

Esco,]amos en cada part.a Q, 1m punto arbitratio @y=(&;, nj)

j=1,.., N} ¥y compongamos la suma
Vi =s§1 F(Q5) mQy (2)

que es natural considerar como expresion aproximada del volumen
buscado V. Conviene suponer que la aproximacién V = V, sers
tanto més exacta cuanto menores sean los didmetros d (Q)) de las
partes ;. Por eso es natural determinar el volumen de nuestiro cuerpo
como o] limite de la suma (2)

e mﬁxlcg:‘i?_;) 0 ,g f@mey (3)

cuando el didmetro méximo de los conjuntos parciales de particion (1)
tiende hacia cero, si, desde luego, este limite existe y es igual a un
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mismo nimero, cualquiera que sea el método de particién sucesiva
de Q.

Es posible abstraerse del problema de determinacién del volumen
del cuerpo y considerar la expresién (3) como cierta operacién gue
se realiza sobre la funcién f definida sobre Q. Esta operacién se llama
operacién de integracidén doble, segiin RiemannV, de la funcidn |
sobre el conjunto Q y sus resultados, integral doble definida (de Riemann
de f sobre Q la cual se designa asi:

N
V= 1fm mid; =
méx dm}}-ﬁ j§1 f (Q"] 4

={{t@pdzdy={r@a0={saa
4]

Supongamos ahora que en un espacio tridimensional donde ests
definido el sistema rectangular de coordenadas (z, y, 2) se da un
cuerpo Q (conjunto) con una masa no uniformemente distribuida en
éste siendo la densidad de distribucién p (2, ¥, 2) = p (Q) (Q =
== (z, ¥, z) € ). Es necesario determinar la masa total del cuerpo Q.
Para resolver este problema es natural dividir Q en partes Q,, . . .
.+« Ry cuyos volimenes (medidas tridimensionales) (partiendo de
la hipétesis de que existen) sean mQ,, . . ., mQ , escoger arbitraria-
mente en cada parte un punto (@; = (24, ¥, zj) € Q)) v considerar
que la masa buscada es igual &

M= Hm 2 p(Q,)mQ. (4)

méx dtnj)- 0 Je=i

Al igual que antes, la expresién (4) se puede considerar como
una operacién determinada sobre la funcién p asignada shora en el
conjunto tridimensional Q. Esta vez la aperacién se llama operacidn
de integracién triple (segiin Riemann) y su resultado, integral triple
definida (de Riemann) la cual se designa asi:

N
M= lim Zp(o;)msz;=§mo)do=

méx di@ -0 ;=

” Hj,.(;, y, z)dzdyds,
a

De un modo anélogo se define el concepto de integral de Riemann
mitltiple de n.

1) B. Riemann {1826 —1868), gran matemitico alemdn.
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Veremos que una parte de la teorfa de integracién mtltiple que
contiene los teoremas de existencia y los de propiedades aditivas de
una integral puede ser expuesta de un modo absolutamente anilogo
tanto en el caso unidimensional como en el r-dimensional. No obstan-
te en la teoria de integrales miultiples surgen dificultades que no
existian cuando exponfamos la teoria de integrales simples.

El hecho consiste en que hemos definido la integral simple
de Riemann para un conjunto muy simple, o sea, para el segmento
{a, b] que volvia a partirse en otros segmentos. No surgian ningu-
nas dificultades para determinar la longitud {medida unidimensional)
de los segmentos. Sin embargo, en el case de las integrales dobles
¥, en general, en el caso de las integrales miltiples de n, la re-
gién de integracién © ha de dividirse en partes con fronteras curvili-
neas y entonces surge la cuestién acerca de la definicién general
del concepto de 4rea o, en general, de medida de n dimensiones
de estas partes.

En el caso bidimensional tenemos que vernos con regiones
acotadas que poseen una frontera suave (fig. 25) o bien una frontera

Fig. 25. Fig. 26.

suave a trozos (fig. 26), o sea, que se compone de un nimero finito de
trozos (lineas) suaves.

A su vez, tenemos que dividir estas regiones en partes que poseen
una frontera suave a trogos.

A cada una de las regiones @ y a slgunos otros conjuntos puede
hacérseles corresponder un ndmero positivo mwo llamado drea o
medida bidimensional de Jordan V (1a definicién general de la medida
bidimensional de Jordan se da en el § 2.2).

Con ello se cumplen las propiedades siguientes:

Ii)asll A es un tridngulo con la base @ y la altura b, entonces m4i =
= = gb.

2) 8i w; =Wy ¥ w,;, », tienen las medidas mw,, me,, entonces
may €< Mmog.

3 C. JYordan (1838—1922), matemético francés,

9-180
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3) Si la regién ® estd cortada con ayuda de una curva suave a
trozos en dos partes ®, ¥ w, (© = @ + ©,;), entonces

me = muy -+ mo,.

Existen conjuntos de medida bidimensional cero tales como el
punto, segmenio, curva suave o Suave a trozos.

En ol caso tridimensional nos interesardn las regiones que tienen
en calidad de frontera de ésta superficies suaves a trozos. Kn cuanto
a tales regiones diremos gue ellas tienen una frontera suave a trozos.
La esfera, elipsoide v cubo pueden servir de ejemplos de tales regio-
nes.

Una superficie se llama suave si en todo punto suyo se puede
trazar a ella un plano tangente que varia continuamente junto con
este punto. Una superficie se llama suave a trozos si puede ser cor-
tada en un niimero finito de trozos suaves. En las lineas de corte
los planos tangentes pueden no oxistir.

Para las regiones acotadas tridimensionales © con fronteras
suaves a trozos puede ser determinado su volumen (medida tridi-
mensional), o sea, el ndmeroe positivo mw que satisface las propie-
dades siguientes:

1) 8i A es un paralelepipedo rectangular con aristas a, b, ¢,
entonces mA = | A | = abe.

2) Si @, < @, ¥ @y, ®, tienen las medidas mw,, me,, entonces
nmo, S me,.

3) Si la rogién o esti cortada por una superficie suave a trozos
en partes oy ¥y @y (0 = w; + ©,), entonces mo = mou; + ma,.

Existen conjuntos de medida tridimensional cero. Tales conjun-
tos son el punto, segmento, recténgulo (plano), superficie suave o
suave a trozos.

Por analogia, se pueden examinar las regiones n-dimensionales
o (o < R,) con fronteras suaves a trozos y para ellas definir la
medida de n dimensiones, o sea, ma > 0, que posee propiedades
semejantes a 1), 2), 3).

EI rectdngulo A en R, se define como el conjunto de puntos
z = (%4, ... %) cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades

6;-..._{__ :t_;~._<_- b} {j = 4, cony B ajy <bﬂ.

La medida (n-dimensional) de A se define como el producto:
mA = |4 |= (b — &) (bs = a5) - . - (b — ).
La superficie suave S < R, so define como el conjunto de puntos
z = (2, » - -, %) que satisfacen la ecuacién

2y =f (Z1y o+ oy Tjogs Tit1s » o= Tn)s
(@1r « o o9 Zy1y Tynr - - Ta) €8
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donde j puede tener uno de los valoresj = 1, 2, ..., n. Con ello f
es una funcién continuamente derivable en la clausura de cierta
regién acotada (n — 1)-dimensional g de puntes (zy, ..., z;.,
Thgry o« o 0y Zp)-

Por definicién, la superficie suave a trozos en R, se compone de
un nimero finito de trozos suaves (superficies) que no se intersecan
a no ser en sus bordes.

‘Vamos a repetir la definicién de una integral miltiple sin recu-
rrir a los problemas del contenido geométrico o fisico.

Supongamos que en el espacio R, de n dimensiones se da una
regibn acotada Q con una frontera snave a trozos I' (@ = Q +.T)
y sobre Q (o Q) se da la funcién

1@ =1 ... )

Cortemos & en partes £; que no se intersequen, a no ser por sus
bordes, que consideraremos como suaves a trozos. Para abreviar,
diremos que hemos realizado la particién p del conjunto Q.

Escojamos en cada parte §; un punto arbitrario § = (¢, ...
<. E) (E €Q)) v hagamos la suma

N
S () =121 1 (&) mQy,
a la cual llamaremos suma integral de Riemann de la funcién f co-
rrespondiente a la particién p.
El limite de la suma
N

1f hy = K NmQ,=
mix d(g::--n # U) méx ¢¢fn‘;)-o J'?I j (E } !

- Sf{a:}dxcs 5 e Sf(:,, ez dz, ... dz,  (5)
Q

cuando el difmetro méximo de los conjuntos parciales @, tiende
& cero se llama integral multiple de la funcién f sobre Q (o segiin Q).

Cabe sefialar que el limite (5) se llama integral miltiple de la
funcién f si no depende de la eleccién de los puntos & en Q; ni de los
métodos de particién p de la regién Q.

Hagamos algunas observaciones.

Observacion 1. No tiene importancia el hecho de que calculemos

el limite (5) para la regién @ o para su clausura &, Esto se debe a que

Q =Q+T, donde T es la frontera de Q supuesta suave a trozos.
Hay que decir que una frontera suave a trozos tiens la medida n-di-
mensional cero (mI' = 0, véase a continuacién el § 2.2).

Observacién 2. Si el limite (5), o sea, la integral miltiple j fdase
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existe, la funcién f {x) estd limitada sobre Q{(|f (x) < M). Esto
se demuestra al igual que en el caso de una integral definida unidi-
mensional.

Observacion 3. Si max d (Q,) — 0, la suma de las medidas de las
partes Q; que se adhieren directamente a 1a frontera suave a trozos I’

tiende asimismo a cero
N mQ; - 0.

Aqui el trazo doble de > significa que la suma concierne a las
partes €, que se adhieren a T.

Por ejemplo, si laregién Q es cortada en partes por una cuadricula,
como lo muestra la fig. 27, entonces la particién respectiva se puede
escribir en la forma

Q=" Q;+2) By

donde la suma 2’ concierne a los cuadrados completos (que han

entrado en Q) y la suma Z" concierne a los cuadrados incompletos.

Es importante gue la medida de la segunda suma tienda a cero al
tender indefinidamente a cero el didmetro de la diagonal de la cua-
dricula:

N mQy ————>0
max d'(ﬂ}-}-l]
Observacion 4. De las observaciones precedentes se deduce que

j 27 f (®)mQ, <2 Mm@y =M 2" my s d(e )0 %

Esto muestra que la integral (5) se puede definir al igual que el
limite de la suma

lim E'ffgfjmgjmgf(x)dm

méx 0 ,:-ra

que concierne solo a las partes Q, de particién que no se adhieren a T'.

Formsalmente no vamos & argumentar las observaciones i, 2, 3
v 4. Ademas, éstas se deducen facilmente del § 2.2 que sigue a con-
tinuacién.
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§ 2.2. Algunas nociones de la teoria
de la medida de Jordan

Limitémonas a examinar conjuntos bidimensionales. Asignemos en un plano
el sistema rectangular de coordenadas (z, ¥).
Asignemos un némero natural & y dos sistemas de rectas

z=kk (k=0, +1, +2,..),
y=1I (=0 +1, +2,..), h=2"F

que definen en el plano una cuadricula cuyos cuadrados tienen el lado . Lia=
maremos a tal ecuadricnla A-cuadricula (fig. 28). Claro estd que al pasar de N

y
¥
1
/// R m
/) I N
[{ ir
— N \
3 N
B PEEA
a x o JE
Fig. 27. Fig. 28.

a N + 1 cada cuadrado de la h-cuadricula (h = 2°M) se corta en cuatro cuadra-

ditos iguales. Estos ltimos forman ya b = 27N ™! — cuadifeula. .
Asignemos en el plano un conjunto acotado arbitrario Q y para el nimere

dado N introduzcamos dos conjuntos: Ry y Q. E! primero de ellos Qpy es la
suma (en la teoria de los conjuntos) delos cuadraditos de la h-cuadricula (h =

= 27 cada uno de los cuales pertenece por completo o Q (en la fig. 28 es la
parte rayada). Llamaremos a Ry figura interior del conjunto Q {definida por la

h-cuadricula dada). Puede ocurrir que § sea un conjunto vacio, o sea, no haya

ningin cuadradito que pertenezca por completo a Q. Esto tiene lugar, por ejem-
plo, si  es un conjunto compuesto de un bitmero finito de puntos o bien si este
es el trozo de una curva suave,

Llamaremos al segundo conjunto 0y figura exterior del conjunto Q (definida
por la A-cuadriculs dada). Es la suma de los cuadraditos de la k-cuadricula cada
uno de los cuales contiene al menos un solo punto de Q.

Es evidente que

EN c Qe Qy
y las dreas de las figuras Qy ¥ Q. las cuales vamos a designar por |2y 1y
| @y 1. satisfacen la desigusldad
1y <18yl (V=1,2 ..
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5i Qp cs un covjunto vacio, se supone que | Qy | = 0.
No es diffeil ver que -

QehoeHhe....cQe...aed,cf,
de donde
I I<IRI<IYI<. .. <1 RISITHI<| G L
Ahora bien,
1Qx 1< 18x ),
cualesquiera que sean los niimeros naturales N y M.
5i se fija M, los nimeros | __Q;,N |, al crecer & indefinidamente, no decrecen

lr:ga?teniéndoae no mayores que el niimero | Q. |. Esto muestra que existe el
imite

lim | Qn <] Dy |-
Ne+oo -

Se llama medida tnterlor del conjunte Q& y se designa asi:
J&im | 2n | =mQ.

Es un nimero r.omtrlelamen!.e determinado que no depende de . Hemos ubte-
nide la desigualdad -

_ o mQ |yl (M=1,2 ..,
donde los niimeres | Q,, | no crecen monétonamente al crecer indefinidamente M.
Pero entonces existe el limite

ng_n:oiﬁm;-m;n

que se llama medide exterior de Jordan del conjunto Q y se designa por m Q.
Asi, pues, un conjunto acotado arbitrario Q del plano tiene las medidas intertor

¥ ““"i"hmin v m Q. Son nimeros no negatives que satisfacen la desigualdad

my = m Ll

Si cfe hecho tiene lugar la igualdad, entonces el conjunto © se llama medido

segdn Jordan en el gentido bidimensional y el nimero

mQ = mQ = m Q
se demomina medlda bidimenstonal Q segidn Jordan.
Llamaremos a la medida de Jordan también simplemente medida 1).
Asi, pues, el conjunto Q es medible (segiin Jordan) si para é1
Hm | Ry |=lim|Qx|. )
Neaoo — N—oo

. Designemos por I' la frontera del conjunto Q (I' = dR2). Para obtener el
conjunto de cuadraditos de la cuadricnla que cubren I', o bien, para obtener la
figura que cubre I’ (véase la fig. 28) es necesario restar, en el sentido de la teo-

ria de los conjuntos, dela figura @y la figura Q y cerrar el conjunto obtenido
Th= ﬁN\EN.
!} En las matemédticas modernas tiene gran importancia lambién otra

;‘nedi%a. llamada medida de Lebesgue. H. Lebesgue (1875—1941), matematico
rancés.
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Es evidente que el drea (medida bidimensional) Ty es igual a
ITyl=18x1 —18n]
De (1) se deduce:
Im [Ty |= lim | Qy|— i Q| =0,
N-:::I Nl Jw__ll‘:‘l w1 Nﬂal Qi | 2

Viceversa, de la igualdad
Jym | Tn | =0, (3)

teniendo en cuenta gue existen los limites }wim | Qn ]ygrim | Qu |, 8o deduce
-0 -3 T

la igualdad (1), o sea, que es medible Q.
Notemos que el limite (3) es la medida exterior de ', o sea

m, = 0.

Pero 0 << myI' ¢ mI', por eso
m'I‘ = m.I‘ = 0.

Hemos demostrado uba afirmacién imporiante: para que el corfunto R de
un plano sea medible seguin Jordan, es necesario y suficlente que la medtda de su
frontera sea iguel a cero (mI' = 0).

A continuacién mostraremos que una curva suave a trozos tiene la medida
btdimensional cero. Pero entonces la regidn Q que tiene la frontera suave a trozos
es medible segiin Jordan, en el sentido bidimensional,

Examinemos los ejemplos.

EJEMPLO 1. El conjunto {2 compuesto por un solo punto tiene la medida
bidimensional cero (m@2 = 0). El punto puede pertenecer, como méximo, a cua-
tro cuadraditos de la k-cuadricula, su érea total tiende a cero cuando ¥ — oo v,
por Eomi%uienle, m Q =0, pero 0 mfl << m, por eso mQ = mQ =
= mii = \J.

BIEMPLO 2.  Lg curva continua I' (fig. 29) y = 7 (2) (e << z << B) Uene la
medidg bidimensional eero (mI' = 0).

En efecto, debido a 1a continuidad uniforme de f en [s, b] para todo e > 0
existe § = O tal que | f (z*) — f (z'} | << & para todos z’, z" € |a, b) que satisia-
gan la desigualdad | 2° — z* | <C §. E] ndimero hallado § > 0se puede disminuir
como gqueramos. Supondremos que 8§ << e. Asignemos una h-cuadricula con

he=2-N8§

¥ examinemos una columna cualquiera compuesta de los cuadrados de la cuadri-
cula gue contienen los B}:ntns de I'. La altura de la columna no supera ¢ + 24
en la fig. 29 para e = 2k la columna escogida comprende cuatro cuadraditos de
a h-cuadricula que contienen los puntos de 'y & + 2k = 4h) y el Area no supera
(e + 2k) h. El Erea total de las columnas que cubren I' no sobrepasa

(8+2h}h-%=(e+2ﬁ)xﬂaex.

donde X es la longitud del segmento con los extremos de nimeros enteros que
contiens el segmento [a, b). _

Esto muestra que el drea total | Fy | de los cuadraditos que cubren la cur-
va T, al ser N sulicientemente grande, puede ser menguada hasta un valor menor
gque un nimero positivo tan pequefic como se quiera, asignado de antemano; por
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lo tanto, la medida exterior de I', ¥ tanto més la interior, es igual a cero. Pero
entonces

ml' == Q,

. Puesto que la suma de un nimero finito de conjunto con la medida cero tiene,
evidentemente, {a medtda cero, entonces del ejemplo 1 se deduce que la medtda
bidimensional de un confunto compuesto por un nimero finito de puntos es igual
a cero.

Del ejemplo 2 se deduce que la curva suave

z=@ff), y=%01) (@<t 4
ttene la medide bidimenstonal cero (lig. 30).
Y
] Y
‘_'_I W’-‘J __________
N N ,
e ! |
{ ; Y :
N i | .: | !
1 i 1 i i i
& i - - b
0 a h 5 =z 0 plta) pltdplh) x
Fig. 29. Fig. 30.

E! hecho consiste en que si T' es una curva suave, el segmento [a, b} se
puede partir en uz nimero finito de segmentos por los puntos

a=tyg<Il<<...tgh=0"5h

de modo que en cada segmento pareial [t;, f74.1] una de las dos ecuacioues (4)
ge pueda resolver respecto a ¢ y sustituir en la segunda. Como resultado obtene-
mos que fel trozo respectivo I'y de la curva I se describe hien por la ecnacién que
tiene la forma

y=1&), z€le 4,
bien por la ecuacién que tiene la forma
z=gW) vElp 9l

donde las funciones f y g son confinuas sobre los segmentos respectivos. Pero
entonces, como sabemos del ejemplo 2,

mly=0 (=14,..., 1.
Por €30, puesto que I es la suma de un ndmero finito de los trozos Ty,

r
=1

cada uno de los cuales tiene la medida cero, entonces mI' = 0.
Noternos que st dos conjuntos Q, y L3 son medibles, son medibles también
su suma Q, + Qa, su diferencia R, y su {nterseccion ,Qy = Q4 N Ny
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~ En efecto, designemos por T (E) la frontera del comjunte E. La fig. 31
fmuestra dos conjuntos Q, y ©,. Es evidente gue !
T (2 + Q) = T (Qy) 4 I (Qy),
T{QN\Q) =T [‘lﬂ - T (S2)4
IR T (Q) 4+ T ().

Si ©; y Q, son medibles, entonces mT (@) = 0, mT (fly) = 0, pero enton-
ces las medidas de los primeros miembroa de (5) también son iguales a cero lo que
demuestra que los conjuntos 2, - R5, Q5 \\ Q5 2,Q, son medibles.

&

5

i(52¢] 5i;)

T4nN
7,
7

Fig. 31. Fig. 32.

Aqui_hemos hecho use de una propiedad evidente de la medida, 5i el con-
junto ® tiene la medida cero, cualquier conjunto suye también tiene la medida

cero.
Por Gltimo, si Q' y ©? son conjuntos medibles que no se intersecan, a no

ser que en sus [ronteras, entonces
m (QL -+ Q) = mQt -} mQ2, ()]
En efecto, es evidente {fig. 32} que
ok 40k = (@1 4-92)y <= T F W)y = Bl 0k

y como
lim | QN 1= lim | @k | =mft,
N=soo — N=oa

lim | 0% | = lim [ &2} | =mQ?
.N-ooot—"NI N-r"o]oi A

entonces, evidentemente,
Lim (| 409y | = lim | (@ F Py | =mQ +mQ?
N — = Neco
lo que demuestra (5). )
Notemos que i la regién @ es medible, su medida de Jordan es igual a la
medida de su clausura:

mQ = mil.

En efecto, B = @ 4- T, donde T e9 la fronters de R y mQ = mQ - mT,

donde mI" = 0,
EJEMPLO 3. EIl conjunto o compuesto de todos los nimeros racionales del

segmento 0, 1] no es medible segin Jordan: my® = 0, m o =1
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En el caso tridimensional la teorfa de la medida de Jordan es andloga. Ahora
se introducen el sisterna rectangular de coordenadas (x, y, 2) y tres familias de
planos paralelos

z=kh (k=0, +1, +2, ..),
y=10I (=0 +1, 42, ...},
£ =mh (m=0, +1, +2, ..},

a!ue dividen el espacio en cubos de arista h = 2-N (N = 4, 2, ...}). Como antes,
llamamos a tal particién h-cuadricula (tridir ional)

Ses Q un conjunto acotado de puntos que pertenecen al espacio. Designemos
por Qu la figura intertor del conjunto Q, o sea, el conjunto de cubos de la cuadri-

cula que pertenecen por completo a Q y por 0, la figura exterior del conjunte Q
o sea, el conjunto de cubos ll]ie la cuagrrcu]a guds uno de los cuales contiene al
menos un selo punto de £.
Volvemos a concluir que
fchohe...cQ,
o8, oR:>...2Q,

de donde se deduce:
1B < I QI <Dl <oy
121z 10,1=10,>..
¥y
Ig_x|€|ﬂub

cualesquiera que sean los nimeros naturales ¥ y M. De aqui se deduce la existen-
cia de los limites

lim | Oy | < lim JQp [,
Nerga — N+

EliJ e?ita El}esig‘ualdad el primer limite se denomina medida interior (tridimensio-
na e H

mid= lim { Qy |
Neow —
y el segundo, medida exterior de :
mel= lim |Qn 1.
; Neow

Ahora bien,

mf < mQ.
8i
md = m,Q = mQ,
el conjunto O se llama medible en el sentido tridim ! segiin Jordan y el

numéro mQ se llama medida tridimensional de éste.

Por medio de los razonamientos semejantes a los que han sido efectuados
respecto a las igualdades (1), (2) y (3) se demuestra que el conJunta es medible
enl el sentido tridimensional si y sélo si su frontera tiene la medida tridimensio-
nal cero.

No vamos a enunciar Jas propiedades ulteriores de los conjuntos medibles
en el sentido itridimensional. Son anélogas & las propiedades indicadas de los
conjuntos medibles en el sentido bidimensional.
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Nos detenemos sélo para explicar el hecho de que una superficie suavea tro-
208 tiene la medida tridimensional cero, Tal superficie comprende un nfimero
finito de trozos S que no se intersecan a no ser en sus hordes y cada uno de los
cuales, al realizar nweva designacién respectiva de las coordenadas se define
por la ecuacién

z=f(z, ) ((z, V) €7,

donde g es la clausura de cierta regién limitada en el plano (z, ). Asignemos
e > 0 y escojamos & = 0 de modo gue

HE YY) —fE v i<e

para todos los puntos (', ¥'), {z", y") € g que se encuentran uno del otro a la
distancia :
| “t'I ¥y - (x.' i'.] | < 8.

Ponemos § << £ y tomamos la -cuadricula con A = 2-N < §. Examinamos una
columna cualguiera compuesta de cubos de la cuadricula que contienen los pun-
tos §. La sltura de esta columna no supera 2 -+ 2k y su volumen no supera
(¢ -I- 24} k% E] volumen total de todas las columnas que cubren S no sobrepasa

(e-2h) A% oo = (o Z)K < BeK. ™

Aqui K es el drea del cuadrado A, cuyos vértices tienen coordenadas de niimeros
enterns, el cual cubre el conjunto g. Puesto que los vériices de A poseen las
coordenndas de nimeros enteros, ellos se encuentran sobre los planos de la cuadri-
cula que se examina. El segundo miembro de (7) puede tomarse tan pequefio
como se quiera lo que demuestra que la medida tridimensional m§ = 0.

Por analogia, se guede introducir el concepto de medida de n dimensiones
para los conjuntos del espacio R, y mostrar que una superficie suave en Ry
ticne la medida n-dimensional cero.

§ 2.3. Propiedades
de las infegrales mulfiples.
Teoremas de existencia

Més adelante Q, Q,, Q, serdn las regiones con una frontera suave

a trozos (aunque se pueden considerar conjuntos arbitrarios medibles
segin Jordan).
Es vélida la igualdad

Sd.r:st-dm=m9. 1)
1} 2
Lsta igualdad es evidente. Para calcular la integral (1) es necesario

cortar por medio de Ias superficies suaves a trozos la regién Q en
partes

N
Q=3 9,

A=t
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que no se intersequen, a no ser en sus fronteras (fig. 33}, y tener en
cuenta que

N N
Y 1-mQy = 2 mQy=mQ.
A=t he=t
Pero entonces
N
lim ) mQy=mQ.

méx d(Dy )0 Ami

Con ayuda de la férmula (1) en el caso bidimensional se calcula
el drea de Q y en el caso tridimensional, el volumen de Q. En el

Fig. 33.

casonn-dimensional la férmula (1) ofrece la medida n-dimensional
de Q.
En adelante veremos que el cilculo de la integral (1) y de wna

integral més general S f dz puede ser reducido al cédleulo sucesivo

0
de ciertas integrales unidimensionales {véase el § 2.4).

A continuacién suponemos que para las funciones f (z), ¢ (x)
¥ |/ (x) |, de las euales se tratard, las integrales en cuestion existen.
No vamos a mencionar especialmente esta circunstancia.

Es vélida la igualdad
(1ar@+Bo@Nde=4 {f@)dz+B [g@)de, @
[+] e} v}

donde A4 y B son las constantes.
Si la regién Q con una frontera suave a trozos estd cortada en

partes medibles Q,, @, (@ = Q, + Q,), enconces
S{dw=5fdw+5fd:c. @)
a £ B2
Si
f@<o@ ®eQ), (4)
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entonces
{ 1@ dz< | 0 (@) da. ®)
Q Q

Pero entonces, teniendo en cuenta que

—l@I<t@<I/@

obtenemos, en virtud de (2) (cuando 4 = —1, B = 0), que

— [ r@idz< | 1@ de< [ 1 (@) 2,
a e a

o sea,
| § 1(2)ds|< § 1 (@)1 d. (8)
o Q
En particular, de (6) se deduce que si
[f@Is<M (zeQ) N
donde M es la constante, entonces
|Sf(m)dx]£Sde=MSda:=M-m9. (8)
(+] a a

Es valido el teorema de existencia (véase la demostracién en el
§ 2.9). —
TROREMA I, Si la funcién f(x) es continua en la clausura Q
de una regién acotada Q con una frontera suave a trozos, entonces ella

es integrable sobre S, al igual que sobre Q, y
j f(z) dz = 5 f (z)dz. (9)
o

Notemos que ’
Sfdx=5fda;+5ida:-5 fdz+o=j;d.z,
] a r b

donde T es la frontera de Q. Segiin la condicién T’ es una frontera
suave a trozos. Su medida (n-dimensional) es igual a cero (mI' = 0),
por lo tanto,
{ fdz=0,
r
Enunciemos un teorema de existencia mas general.
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TEOREMA 2. Si la funcién f (x) estd acotada y es continua en todas

las partes de la clausura Q de una region acotada Q con una frontera
suave a trozos, a excepcién de algunos punios y curvas suaves én un
niimero finito donde ella puede tener _discontinuidades, entonces j es

integrable sobre Q, al igual que sobre Q, y se cumple la igualdad (9}.
Formulemos otro teorema miés.
TEOREMA 3 (DEL VALOR MED10). Sea f (®) una funcién continua en

la clausura Q de Ia regién Q y supongamos conexa®) esta clausura. Enton-
ces existe un punto z° tal (z° € Q) que se cumple la igualdad

{ 1(@)dz=1 (=) ma. (10)
Q

DEMOSTRACION. Segin la condicién dada la funcién f es conti-
nua sobre el conjunto aco_tado cerrado Q, por eso sobre Q existen los
puntos 2' y 2* (!, 2* € Q) en los cuales f alcanza, respectivamente,
su minimo y su méximo sobre Q:

JE<T </ @), Yzl
Integrando estas desigualdades respecto a £, obtenemos
§reyde< § j@ o< [ 1 et do
Q

Q Q
o bien

f@yme< | /(@ de<f @) me. (1)
]
De las desigualdades (11) resulta que el nimero
1
=% 5 fdz (mQ=0)
1
se halla entre el valor minimo de la funcién f (x!) y el valor maximo
de f (z%). En virtud de la conexién de Q existe la eurva continua,
perteneciente a Q,
r@ =(p. () @a{th « .0y Pu (B))y <I< L
que une los puntos &* y &%, o sea, tal que
riy) =a, rt)=a’
La funcién
Fysflrl=7F{g (th .0 @ (&)

3) El conjunto E se llama conero si se puede unir dos de sus puntos con
una curva continua perteneciente a E.
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es continua sobre el segmento [f;, ¢,] (como superposicién de lag
funciones continuas) y toma en sus extremos los valores

F{t)=1@&") F{t,)=/{(%

Pero entonces segin el teorema del valor intermedio para la fun-
cién F (t) de una variable existe tal ¢, € [t;, £,] que en el punto
x® = r (t,) tiene Jugar la igualdad

Flty=1lrt)l =f@) =C

y hemes demostrado (10).
Observaciérn. El mimero f (2°) que figura en (10) se llama valor
medio de la funecién continua f sobre la regién Q.

§ 2.4. Integral como funcién
del pardmetro. Reduccién
de una integral miltiple

a las reiteradas

Examinemos la integral

d
F(x)={1(z vy, (1)

donde 1a funcién f (z, y) estd dada sobre el rectingulo
A = [a, b] X e, d], 2
o sea, sobre el conjunto de puntos (z, y}, donde
az<<h cy<d (a<b ¢ <d).

Aqui la integraciéon se realiza respecto a la variable y. Pero la fun-
cién subintegral depende tanto de y como de z, por eso la integral (1)
es la funcién de (F (z)).
-5e dice que la integral (1) es la funcién del pardmetro x.
TEOREMA 1. Si la funcién f (z, y) es continua sobre un recténgulo
A, entonces la funcién F (x) es continua sobre el segmento [a, bl.
DEMOSTRACION. Tenemos

d
Fla+m)—F (@)= { Fe+h y)~](z,1) dy @@ z+RhEla, B
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Puesto que la funcién f es continua sobre el conjunto acotado cerrado
A, entonces ella es uniformemente continua sobre A. Por consiguien-
te, para todo & = 0 existe 8 > 0 tal que

Fz+h y)—flz, Pl<zzr

para todoes (z, ¥), (¢ + &, y) € A, s6lo |k | <<6. Pero entonces

d
P (@) —F (@I | g dy= g (d—c)=e

v el teorema queda demostrado.
TEOREMA 2, Para las condiciones del teorema 1 eziste la integral
reiterada

b d
§Fnydz= [ dz | 1(a, pyay. (3)

P

En efecto, la funcién F (z), continua sobre el segmento {a, bl,
es integrable sobre éste,
TEOREMA 3. Para las condiciones del teorema 1 son wvilidas las

igualdades
§ 1@ vazay= f dz 'f 1(z, y)dy = f dyf flz p)dz. (%)
A a [ ¢ a

El primer término de la cadena (4) es una integral miltiple de
la funcién continua sobre el conjunto cerrado A provisto de una
frontera suave a. trozos. Este término existe (véase a continuacién
el § 2.5). Las integrales reiteradas, que no son m4s que los términos
segundo y tercero-de la cadena de igualdades (4), asimismo existen
seglin el teorema 2.

El teorema dado afirma la 1gua1dad de estas tres integrales.
Dé este modo el céleulo de 1z integral miltiple se reduce al cdlculo
de: las integrales unidimensionales respecto & cada varieble z e y
por separado.

DEMOSTRACION.  Dividamos los lados de A en ¥V partes ignales:

8= Ty <Ly <Teo0 Ty =0,
C=yy <Y oo <Yy=4d
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y por los puntos de divisién tracemos unas rectas paralelas al eje.

¥ y al eje z, respectivamente. Do esta modo A se partiré én rectin-
gulos iguales A,
N-iN-1
A=3 3 A,

k=0l

Ay={nC sz, 1<Y<¥in)

}; d N-1 %341 d
faz{r@naw=3 | dz | 1(z, y)dy=
a o h=0 x, [

Nt Fpyy N-1¥iay

=3 {d3 |1 pay=
=0 2y =0
N-{ N—t T, Vis

Z E 5dz5f(x,y)dy=

A=0 i=0 =x 178

N~l Nt Vigy N-1 N-1 g

=35 3 [renpdaa=3 3 @ 1)snsy

LTS B h=0 (=0
E< B a1 S Vi) (5)

Primero hemos aplicado el teorema del valor medio a la integral
Tret Visr
f respecto a z de Ja funcién S f (z, ¥) dy ¥ luego hemos apli-
T ¥
, LTS

cado el mismo teorema a la integral I ! (Exy ¥) dy.

¥
Asi hemos demostrado que la integral reiterada del primer mism-
bro de (5) se puede considerar como la suma integral de la integral

miltiple Sj fdzdy, suma correspondients a la particién de A
A

en partes Ay, en ciertos puntos (E,, n;) € Agy-

Pasemos ahora al limite en la igualdad (5) cuando N — co. En
esta caso el primer miembro de (5) es un nimero determinado (no
dependiente de ) y el segundo tiende, para N — oo, hacia uns

integral miltiple de f respecto a A (si la integral mdltiple exists,
toda suma integral tiende hacia ella), Por eso

8

dzfm. vay=1{{fdedy

10186
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¥ queds demostrada la primera igualdad (4). La igualdad de la se-
gunda integral reiterada con la integral miltiple se demuestra de
un modo anélogo.

Examinemos en el plano (z, y) la regién Q acotada por las curvas

suaves (fig. 34)
y=0() y=%@ <z<h)
donde

PD<P @) ez b).

Supongamoes que en la clavsura £} de la regién Q se da una fun-
cién continua arbitraria f (z, y). Para calcular la integral maltiple

Y
y Y plx) a2
2
g | i
: ; A 0 i
g a x b
Fig. 34. Fig. 35.

de f (z, y) respecto a la regién © (o bien lo que es lo mismo, respecto
a ) se aplica el método siguiente: primeramente se integra la fun-
cién f (z, y) respecto a la variable y entre y = ¢ (z) e ¥ = ¥ (2),
considerando x constante, y luego el resultado se integra respecto a =
sobre ol segmento [a, b];

b W)
§{t@nazay={az | 1z p av. ®)
Q a (=)

En el caso cuando £ es un rectdngulo cuyos lados son paralelos
a los ejes de coordenadas la igualdad ﬁﬁ) ha sido argumentada ante-
riormente (véase el teorema 3). Utilizando los mismos razona-
mientos se podria argumentar (6) también en ol caso general.
mempLo 1. Calcular el drea de la elipse

Z4E<t (2 5>0).

Llamamos elipse a un conjunto de puntos (x, y) para los cuales
:—:+-§;-g1. al igual que el conjunto de puntos (z, y) para los
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cuales -;;-+-—§—:-=i. Nos permitiremos cierta libertad llamando.
elipsoide tanto al conjunto de los puntos (x, y, z) para los cuales
4}}-}-{;-4-—::—41 como también al conjunto de los puntos (z, y, z)
que satisfacen la ecuacién-z-:—-i-:—:-i-—::-:i.

REsoLucioN. La regién Q de que se trata estd limitada infe-
riormente por la curva

ye—LVETR (—ece<a)
y superiormente por la curva
y=aVa—3 (—a<az<a).
El drea buscada es igual a
E ofexi
mﬂ:ggdzdy—s dz S dy.—
= e Vasm

Bree

nloe

=2:-5 VE—zida=2 5 Va—sdz =
—-a i}

nf2
=(z=asenB, dz=acosddb)=4b j V 2 —a%sen?B cos b d6 =
0

2 mf?.l 28
= 4ab f cos? 6 d8 = 4ab 5 +°+de=

[

=2ab [0+ 252" =205, 5 — nab,

2
EJEMPLO 2. Calcular el irea de la figura © limitada por la
parébola y = 2? y la recta y = a? (fig. 35).
Tenemos
otV By .
mQ= S dzdy=2{ay | dz=2 5 Vydy=—4a.
0 0 0 ]

El método de calcular las integrales miltiples reduciéndolas
a las unidimensionales se aplica en los espacios de mediciones cuales-
quiera. Mostremos esto, citando ejemplos.

10+
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EJENPLO 3. Es necesario calcular el volumen Q del elipsoide
: 3 : ]
St rr<t (@b c>0).
Para esto resolvamos la ecuacion
: ] t ] "
Tt

De ello obtenemos dos funciones continuas

Z=ro=¢ ]/1———

Estas funciones estdn definidas sobre el conjunto w de los puntos
{z, ¥) gue satisfacen la inecuacion

1
,+”<1.

E! volumen o la medide tridimensional Q es igual a la integral
miltiple

V=mll= S S S 1-dz dydz.
)

Para calcularlo es necesario para cualquier punto (z, y) € w integrar
la funcién unidad (igual a 1) respecto a z entre

) 8 gt
=) T F Ryl

El resultado, dependiente de (z, y), debe ser integrado lusgo respecto
g todos los puntos (z, ¥) € w;

—c § o e -
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La Gltima igualdad en esta cadena se deduce de la f6rmula (6). Los
cdlculos ulteriores exigen solamente el dominio de la técnica de

integracién:

Lya=
a a
8 b
V=T°£ dz 75 V S @) —pdy=
8 a nnb.
=(y= %—Vaz—x’sen f)=-b— § dz a{-;;—{az-—z“):-os‘tdt=
Bbe =m R o
=22 i (02— 22 dz; a{cnast dt=2.
Luego
2nbe 2* 8 4
e

EJEMPLO i, Hallar el volumen de una parte del paraholoide de
revolucién Q: 2* + p3<C z2<C a? (fig. 36). Al igual que en el ejemplo 3
tenemos

m{d = Sjjdzdydz=jjdxdy T da,

donde @ es el conjunto de los puntos (r, ) que satisfacen la in-
ecuacién z® 4y < a*, o ses, es un circulo de radio a. Luego tenemos

a Voo
m.Q=H (az_z=—y=)dzdy=j 5 0 — 22— ) dy =
o Za m
e Y a
=4§dz (a?—22—p?) dy = —g—j(a’ 22 dz =(z=asent)=
) ?
; w2 w2
=§.§_ s cne‘tdt-u——-j "*“"‘"2‘ Bat =
0
_ ma*
. Tat at e nat nat nat*
—-—3—+—§-—5(i+mét}d:= 4 It

0
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esEMPLO 5. Hallar el volumen del cuerpo £ limitado por las
superficies de los paraboloides de revolucién z* + y* =3z, z =
= 2 (z? + ¥? y por las superficies cilindricas y = V'z, y = a*
(tig. 37).

Nuestro cuerpo es un «zapatillo parabdlico» que cortan las super-
ficies cilindricas y = ¥z e y = z? entre los paraboloides de revolu-
cién. El zapatillo estd limitado inferiormente por un trozo de la

Fig. 36. Fig. 37.

superficie z = z? -}- y* y superiormente por un trozo de la superficie
del paraboloide de revolucion z = 2 (z* -} y*). La proyeccién de este
cuerpo S sobre el plano (z, y) proporciona el conjunto ® compuesto de
los puntos (z, y) cuyass coordenadas satisfacen las desigualdades:

oﬁ{uzgh x‘s:.-yg V:-

Por eso
me == 5 S S drdydz= S S dxdya l=’§-lf'1 dz =
Q w 24y
1 V=
= S S (2? -+ y?) dady = S dzx S (22 + 1) dy=
[ i} xi

1

= | [#(Vi-a)+ @ —a9]dz=

0

1
™ g 2. sd = B 1 _ 8
=§ (-t G —F) =g —F+E-7 ="
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Volvamos de nuevo a la integral (1) que depende del pardmetro:
TEOREMA & Si la funcién f (z, y) es continua y tiene una derivada
continua fy sobre el rectdngulo

A = [a, bl X [e, d],
entonces la funcién
d

F(z)= S f(=z, y)dy

tiene una derivada sobre el segmento [a, bl, ademds
d

F'(a)= | f2(x, 1) dy. ™
DEMOSTRACION. Debemos demostrar que
d
tim A28 = { 2@, vy dy. ®)
-]

Aplicando la igualdad (férmula de Newton — Leibniz)
A

etk —o @)= | o @+udu,
tenemos ’

A=|EE f fa(@, vay|=| SW‘”" iﬁ‘{" vay| =

d Ax d
o]} (e T s ) ar— | e, ]
€ 0 . l - <
=[ 5 e j [fx(z4u, y)—1x (z, y)du dyll.
e 0
Puesto que f% (x, ¥) es continua sobre A, ella serd también unifor-
memente continua sobre A, por eso
Vel y) —fal@+u p | <e

tan pronto como |u |< | Az | << 6 para todos puntos (z, y) € A.
Sobre esta base

d Ax
Agj Mj” |Sadu|dy:a[d—-c}
e (13




152 Cap. 2. Integrales miltiples

cuando | Az | << 6. Ahora bien, la igualdad (8), y con ella también
(7}, queda demostrada.
Examinemos ahora una integral més general que (1)

)
F(z)= § 1z, y)dy, @)
9 ix)

donde ¢ (z) y ¢ () son las funciones continuas sobre el segmento
la, b] que satisfacen las desigualdades

PEI< Y (@) (a<z<<))

y la funcién f (z, y) es continua para todos los puntos (z, y) que satis-
facen las desigualdades

e h, o @<Y<Y (@)

Mostremos que para las condiciones indicadas la funcién F (z)
es continua sobre el segmento la, bl.

En efecto, sustituyamos en la integral (8) la variable de inte-
gracién y por la variable u con ayuda de la igualdad

=9 tulp@ —9 @ <z, (10)

Cuando u =0 y =g (z), cuando u =1 y =V (a), dy =
= [} (2) — ¢ (2}l du (2 estd fijo y lo consideramos constante al
sustituir la variable). Por consiguiente,

g

F@) =I¢ @) — g @) E J @@ +ulp) —o@)de (11)

Aqui el factor ¢ (z) — @ (z) es la funcién continua de z € [a, b]
y bajo el signo integral estd la funcién continua del punto (z, u)
perteneciente al rectdngulo [e, b} X [0, 1]. Por eso la misma inte-
gral es la funcién continua sobre el segmento [a, bl segiin el teore-
ma-4. La funcién F (z) serd continue sobre el segmento le, &) como
producto de dos funciones continuas.

TEOREMA 5. Si la funcidn f (z, y) es continua con su derivada
parclal f, sobre la regién

Q= (e<2zKh eE<Y<SY )
y las funciones @, ¥, ¢', V' son continuas sobre el segmento la, b,

entonces la funcién (9) tiene la derivada que se calcula por la férmula
¥

x)
F(2)= Lf; (= Wy +¥' @ (@ @) —¢ @) /(= 9@ 12

v
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DEMOSTRACION. Introduzcamos la funcién auxiliar
Iz, u, D)“—— S j:{xt y} dy
u

dada sobre el conjunto {e<C z<C b, @ (2} << u<Cv<<Y (2)}. Conforme
al teorema 4

L=tz pay

Utilizando la regla de derivacién de una integral con el limite va-
riable de integracién, tenemos

Se=1(z, v), S=—f(z, )

Luego F (z) = I [z, ¢ (z), ¥ (x)], por eso segin la regla de deriva-
cién de una funcién compuesta obtenemos

dF _ 8l [z, p(z), P ()} érf...] d arf...] ay __
dx oz =3 -d_g"-{_ v dx T

$(x)
= S‘ fz(z, y)dy—f(z, @ (2) 9" B+ (x, ¢ =)V (=)
@ x)

que es lo que se necesitaba demostrar,
EJEMPLO 6. Hallar la derivada de la funcién

x
F(z)= 5 sen (z2 -1 y2) dy.
x2
Con arreglo a (12) obtenemos

F'(z)= S cos (224 y?) 2z dy - 1 sen (224 y2) — 2z sen (22 - a4).
x1

§ 2.5. Demosiracién de la existencia
de la integral
de una funcién continua
Asignemos sobre un conjunto acotado cerrado @ del espacio A, una funcién
continva f (2), *=(zg, ..., za). Supongamos que mfd >> 0. Realicemos dos

particiones p y p’ de la regién 2 en partes medibles que nunce se intersequen,
en cada caso, a no ser en sus fronteras:

N M,
Q= | @, Q=U &
k=1 I=1
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y determinemos las sumas integrales correspondientes

N
Sp= 3 fEM MRy ER=(F, ..., D EQN,
h=1

M
sp.=12‘.i faim@  (yi=(nf, ..., nh)ean.

Designemos la interseccién de Q, y 2} por
Q“ = QRQE'
Es evidente gue
N M N M
Sp= D) f(§8) D) mQu= D] D} f(EmQuy
A=i te=i =1 =i

N

M N M
Spe= ) @) D) mAg= D) D) f(nmla.
i=q k=1 A= {1

Por eso
N M
[Sp—Sp 1< 2 20 1 EN—F () [m@u < ) 1 /(B —1 (n)) | MO
] [uai

donde la suma 2’ concierne a los conjuntos no vacios Qg pueste que la medida
de un conjunto vacio es también igual a cero,

Por cuanto la funcién f (z) es continua sobre el conjunto acotado cerrado @,
ella es uniformemente continua sobre éste, por eso para cualquier & > 0 se
puede indicar tal 6 > 0 que

’ e ” L
11(2)—1 (& | <gmg
para todos los =, 2" £ © que satisfagan las designaldades
| —2"] <6

Supongamos C{ue las particiones p y p’ son tales que los didmetros de sus con-
juntos parciales sean menorea que &

d{fp) <6, 4@ <é. (1)
Pero -entonces sobre un conjunto no vacio €
£ ER—f () | =] £ ER)—F A +7 (Y —f () | <

SIFE)—F0M) | +1 £ 0M—f O I< gt g =g »
donde

M=, oL, ARh
€3 cierto punto perteneciente a ;. Pero entonces al cumplirse la condicidn (1)
| S,—-Sp. | {Z'%mﬂm=;‘% 2 mQdy = %t mi=e

lo cual, como se puede demastear, lleva la existencia de la integral de f respecto

a .
Si mQ = 0, la integral de f sobre D existe, evidentemente, ¥ es igual a cero,
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§ 2.6. Cambio de variables.
Caso elemental

Mostremos cémo se modifica la integral
§ § 1t 23 dz; aa; (n
o

si en ella se efectia la sustitucién de las variables
z; = ax, - bz,, ( a b
 xy=cazy+dz, e d #0). @

Suponemos que Q' es la regién con una frontera continua suave a
trozos I (fig. 38).

x; Ty
T 7 o W
2] )
\._/A g
o z o £
Fig. 38. Fig. 39.

La transformacién inversa a (2) aplica Q' sobre cierta regién Q
del plano (z;, z,) con la frontera suave a trozos I' (fig. 39). De esta
manera sobre © queda definida la funcién

Fzy, ) = { (axy + bxy, cxy + dzy), (25, Z,5) € Q.

Introduzcamos en el plano (z,, z;) una cuadricula cuyos cuadrados A
tionen lados de longitud k. Ella se aplica con ayuda de las ecua-
ciones (2), hablando en general, en una red oblicuéngula que divide
el plano (z,, z,} en paralelogramos iguales A’ (imégenes de A) que
tienen el 4vea (las explicaciones siguen a continuacién) igual a

(A" |=([D-]Al=k|D] @)

De este modo quedan definidas las particiones p y p’ de las re-
giones Q y Q’, respectivamente.

Expliquemos la igualdad (3) con més detalles. Un cuadrado arbi-
trario A se define par los vectores (k, 0) v {0, &) que, como supon-
dremos, salen del vértice inferior izquierdo de A. El primer vector
(segmento dirigido) coincide con la base de A y el segundo, con el
lado vertical de A. La transformacién (2) aplica estos vectores en los
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vectores (ah, ch) y (bk, dh), respectivamente, que son los lados
del paralelogramo A’. El 4rea de A’, como sabemos!), es igual a

ah

Tenemos
Se (V=216 z) 18" 1=2F(zz) D[ |A]=8,(ID|F),
({xh 3:)Ea'| (z;v )EA’)I;' (4)

Consideramos que la segunda suma de esta cadena concierne
solamente a los cuadrados completos A <= Q y, respectivamente, la
primera, & los paralelogramos completos correspondientes A’ (véase
el § 2.1, observacién 4). Pasando al limite en (4) para 2 — 0, obte-
nemos la férmula

§§ 1@ s amiaz,= [ § P2, 201D | deyda, =
Q Q
=101 (| Flen z)dz dz. ()
Q

En este razonamiento la funcién f se puede comsiderar que es
continua sobre Q' y entonces_la funcién F sers continua sobre &, Pero
este resultado sigue siendo justo en el caso en que f estd acotada
sobre Q' y es continua por doquier sobre £2’, a excepcién de algunos
puntos o algunas lfneas suaves a trozos.

En el parrafo siguiente se da la férmula general de sustitucién
de las variables en%as integrales miltiples.

§ 2.7. Cambio de variables,
Caso general

. Limitémonos primero al caso bidimensional, Asignemes dos fun-
ciones
zp=Q (24 Za),
=% (21 %),

que tienen las derivadas continuas en la clausura Q de la regién
acotada con una frontera suave a trozos. Suponemos que la trans-
formacién (1) aplica biunivocamente Q sobre’ cierta regién ' con
una frontera suave a trozos.

} @ men ®

1) Véase nuestro libro «Matemé4ticas superiores. Elementos de dlgebra lineal
¥ de geometrfa analiticas, § 12,
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Asignemos una funcién § (#') que sea continua sobre {2’ o bien esté
acotada sobre Q' y sea continua por doguier, salvo algunos puntos
y algunas lineas suaves a trozos.

A estas condiciones la férmula (5) del § 2.6, relativa a la susti-
tucién de las variables en la integral miultiple se conserva, pero el
papel del determinante D lo desempefia desde este momento el
determinante de Jacobil)

i ¢

D (; &%) 3:1 ﬂ.‘!‘ .

e U e 7 v ap |0
6‘:1 8.:.

§ J (e apasidz= | § 110 (@ @), (o 2 | D) | dzydzye (2)
a o
El determinante Ii:[ del cual se tratd en el § 2.6 también
puede considerarse como jacobiano del sistema lineal
zi= az; + bz,, =z, = cx, + dx,.
En el caso tridimensional la férmula de sustitucion de las va-
riables tiene el aspecto siguiente:

SJ S (=1, 23, z;) dz; da; da; =

=[{{ {110 2 2, b0 2, 29,
o

x("‘h Iy, .'.I:;)] I D (.1.') l dxldzz dz&) {3.}
donde

zl.=q:{xh Ty ﬂ'-',),
=P (zy, Ty Ty), ¢ (2 T2y T) EQ, (4)
=7 (24, T3 Zy),

son las funciones continuamente derivables en la clausura Q de la
regién {2 con la frontera suave a trozos y

P ap ap
8y  dzy 9z
AL p
D@ =5 T2 o5 |
7 S )

zy dzy Oz

1) K« G. I. Jacobi (1804—1851), gran matemético y mecénico alemén.
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En este caso se supone que la regién Q se aplica biunivocamente so-
bre £’ con ayuda de (4). También se supone, como antes, que f (z')
es continua sobre §' o bien est4 acotada sobre ' y es continua
sobre L', a excepcién de un nimero finito de puntos, de lineas sua-
ves a trozos y de superficies suaves a trozos.

x;
X
™~
I, (3/ ) 2 ) s
rd
i
NNl A
0 z, T <
Fig. 40

En las figs. 40 y 41 se muestran las regiones Q y Q’ en los planos
%y, Z, ¥ I,, T, respectivamente. La cuadricula que divide el plano
z;, x; en cuadrados A con un lado de longitud h se transforma en
red curvilinea que divide ' en paralelogramos curvilineos A’.

% (x;, x,+h) 2
2
4 &
A'
Iy 2 \fxf‘"’! Iz} I‘J
o =z T, [ ] "z,
Fig. 42. Fig. 43.

Examinemos un cuadrade arbitrario A = Q (fig. 42). Mediante
las transformaciones (1) este cuadrado se aplica en paralelogramo
curvilineo A’ (fig. 43). Del vértice de A’ con las coordenadas (x4, z7)
salen vectores tangentes a los «ladoss de A’:

(s 25 )s (g Ay

dzy dzy ? dzy
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(la pendiente de la tangente a la curva zf:q)(z" %), para i,
ro=P (2, 2,)
fijo es igual a —-g-:_:-t- /%) . Estos vectores sustituyen los ¢lados»
P 2
respectives con una exactitud hasta infinitésimos de orden superior
(jcusndo h—-01). El paralelogramo A” construido sobre estos

vectores tiene un frea que se calcula exactamente asi:

L S
" @ a D (z;, %3
A" |=h2|] 2% 6:; = h2 D::+.::i =h| D(z) .
dxy axy

Se puede mostrar exactamente gque el irea (medida bidimensional)
del paralelogramo curvilineo A’ tiene la forma

[A" | =(ID () | + ea) ¥,

donde la magnitud e, tiende a cero cuando i — 0 y, ademés, uni-
formemente para todos los cuadraditos A. Para cada cuadradito A
la magnitud e depende de A y tiende a cero cuando h — 0. La uni-
formidad de la tendencia se manifiesta en que para todo & > 0 se
puede indicar tal § > 0 que
lea | =<<e, VA cuando h <<6.

Exasminemos la suma integral de la funcién f (z’) que corresponde
a la particién de ', como se muestra en la fig. 41. En este caso
tomamos la suma de A’ «corapletoss, o sea, de tales que correspondan

a los cuadrados A pertenecientes por completo a (A = £). Enton-
ces

S r) 1A =3 flo (@), $(=)][| D (@) |+easl k2=
= flo (@), v(=) | D) 1k*+r“m£r[cp{z). b (@)] | D(x) | de.

Aqui 2’ es un punto arbitrario perteneciente a A’ (' € A’} y = es el
punto que, con ayuda de (1), le corresponde y pertenece, evidente-

mente, a A (z € A). El signo 2 significa que la suma concierne a los
cuadrados completos A (A = ). Luego

Ira =2 flo(a), ¥ ()] eah® | <Me D WM eemQ
(M=|1lo =), vND.

de donde se ve gue

r, >0,
h-=0

De esta manera la férmule (2) queda demostrada.
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§ 2.8, Sistema polar
de coordenadas en el plano

El rayo que sale del punto dado O se llama efe polar y el punto O se
llama polo del sistema polar de coordenadas (fig. 44). El punto
arbitrario 4 del plano tiene las coordenadas polares (p, 0), donde

Fig. 44, Fig. 45.

¢ os la distancia desde 4 hasta O y 0 es el 4ngulo entre el vector

(segmento dirigido) 04 Y el eje polar, 4ngulo que se les a partir de
este iltimo en el sentido contrario al de las agujas del reloj.
Introduzcamos el sistema de coordenadas rectangulares z, y
cuyo eje positivo z coincide con el eje polar (fig. 45).
El sistema de ecuaciones

z=pcosB, y=psent (1)

realiza la transformacién de las coordenadas polares en cartesianas
(rectangulares). Los segundos miembros de las igualdades (1) son
1as funciones continuamente derivables con el jacobiane

Dz, y) _ |c0s9 —psend
Dip % " |send  pcosh
La ecuacién

=p=0. 2

P=%(0) (6,<0<6,),

donde ¥ (6) es la funcién continua sobre el segmento [6;, 6,], deter-
mina en las coordenadas polares la curva I', o sea, el lugar geométrico
de puntos cuyas coordenadas polares satisfacen esta ecuacibn.

Supongamos que 0 <8, — 0,< 2%, Entonces la curva T es
‘tal que todo rayo que sale del pole O bajo el &ngulo 8 al eje z, dende
8, <8 <8, corta I en un. solo punto (fig. 4&}

Asignenios en el plane (z, y) la regién Q limitada por los rayos
0 =8,, 8=80, y por lacurva I En las condiciones mencionadas
tedo punto (z, y) € Q corresponde, con ayuda de las ecuaciones (1),
s6lo a un par (p, ©), donde 8, <<8 <<68,. Supongamos ahora que
en la clausura § de nuestra regién © viene dada la funcién continua
f (z, y) de (z, y) o bien ella puede estar acotada sobre Q y ser conti-
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nua por doquier, salvo algunos puntos y algunas lineas suaves.
Entonces tiene lugar la igualdad
8,

v (9
”f(z, y]dzdy=$d8 f f(pcos®, psen®)pdp.  (3)
o & Q

Con arreélo a la férmula (2) del § 2.7 hemos sustituido z, y por
p, 8 mediante las igualdades (1) y hemos introducide como factor el

y
dp
==\ pdé
h—
— p.8
=
Fig. 46. Fig. 47.
valor absoluto del jacobiano |p| = p. Para la regién ' de pares

(0, 8), correspondiente a la regiénm inicial Q, se han determinado
ya los Iimites: primero integramos respecto & p entre 0 y ¥ (8) y luego
respecto a O entre 6, y 0,.

EJEMPLO 1.
2xn R
{ S exp (a*+y3) dedy = | b | expopdp=
x4yt RE a a

RI
e du=nm [eR* —1].
0

R
=n S expp?d (p?)=(u=p°}=n
0

Hemos seguido la férmula (3). Hay que tener en cuenta que la
region que se define en las coordenadas cartesianas por la desigualdad
z* 4+ yt << R, en las coordenadas polares se define por la
desigualdad p << R.

La férmula (3) se puede obtener partiendo de las consideraciones
naturales sin recurrir a la férmula general (2} del § 2.7.

Vamos a partir el plano z, y en figuras elementales por unas cir-
cunferencias concéntricas cercanas y por unos rayos que salen del
polo del sistema polar (fig. 47). El drea de una figura elemental
arbitraria (cerca del punto (p, 8)) o, como se dice, el slemento del
drea en las coordenadas polares vale con una exactitud hasta infi-
nitésimos de orden superior As~ pdp df (la figura rayada en la
fig. 47 se puede tomar aproximadamente por recténgulo de lados dp

11-180
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¥ p d8). Por eso, si sumamos estos elementos, obtenemos
lim 3\ Fips80,80,={ { 7 (o, 0)pdpap,
2t

Ap, AG-

donde
Fp, ) =7 (pcosH, psen8).

eremprLo 2. Caleular la integral
I= 5 5 sen]/x3+y3dzdy.
Al xtpptbnd
Pasando a las coordenadas pelares (fig. 48), obtenemos

2n2n

2n
I=j j senp-pdp df=2n S psenpdp=(p=u, senpdp=dv)=
o m i

=.2:;[—pcosp’ i“-{-? cOSpdp] = —{n% - 2x sen p i“= —6nz.
a

§ 2.9. Sisiema polar
de coordenadas en el espacio

El sistema de ecuaciones
x =pcosBcosgp, y =pcosBsenyg, z=opsenh (1)

realiza el paso a partir de las coordenadas polares (esféricas) en el espa-
cio a las cartesianas (fig. 49). Aqui p es la distancia entre el punto
P (z, y, z) y ol origen de coordenadas (polo del sistema polar), 8 es
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el 4ngulo entre el radio vector p del punto P y su proyeccién sobre el
plano (z, y) y ¢ es el dngulo entre la proyeccién mencionada y el
sentido positivo del eje x. Se lee en ol sentido en que es necesario
girar alrededor del eje z el eje z para llegar al eje y por la via més
corta. Se puede considerar que 0<C @ << 2ny —n/2< 0 n/2,

Las funciones del segundo miembro en (1) son continuamente
derivables con el jacobiano

cosfcosp—pcosBsenp—psenBcosg

=_._._TD“' Y. %) _lcosfseng pcosBcos p—psenBseng|=
D@9 leeno 0 peosh
=plcosf. (2)

Sea o una superficie que se describe en las coordenadas polares
por la funcién p = ¢ (8, @) ((8, ¢) € ®) continua en la clausura

z

/ﬂ
P
g
a £
q
Fig. 49. Fig. 50.

de la regién w y sea Q una regién tridimensional del espacio (z, y, z)
que estd acotada por la superficie o y por la superficie cénica cuyos
rayos salen del punto nulo y se apoyan en el borde de o (fig. 50). En-
tonces para la funcién f (z, y, 2), continua sobre Q, tiene lugar la
igualdad

SH f(z, y, 2)dxdydz= Hdedcpmg ﬂF{p, 8, o) ptcosOdp, (3)
Q W 0

donde F(p, 6, ¢) = f(pcosBcosg, pcosf seny, psenf). He-
mos hecho uso de la férmula general (3) del § 2.7, teniendo en cuenta
las desigualdades (1) y (2). En el caso dado —n/2<C 8<C n/2, por
eso p®cos 8= 0.

Para obtener de un modo evidente un elemento del volumen
en las coordenadas polares debemos dividir el espacio en pequeiias
partes mediante las superficies esféricas coneéntricas que tienen
como centro el polo polar (punto p = 0), mediante los planos que

11*
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pasan por el eje z y mediante las superficies conicas que se definen
por los dngulos 8 y & + d9 (fig. 51) y tienen como eje el sje z. Es
facil ver que las pequeiias células obtenidas en este caso pueden
considerarss, aproximadamente, como paralelepipedos rectangulares

z

Fig. 51.

con aristas p dB, dp, p cos @ dp, por eso su volumen, con una exac-
titud hasta infinitésimos de orden superior, es

Av = p? cos B dp d6 dq,

donde (p, 8, @) es uno de los p'untos de la célula.
EJEMPLO. Calcular la integral triple

I=SS S zyzdz dy dz,
a

donds Q es la regién de puntos con coordenadas positivas, limitada
por las superficies z = 0, y = 0,2 =0, 2* + y* + 2* = 1.
Introduzcamos las coordenadas polares (esféricas) por medio de
las formulas (1), entonces para la regién Q: 0<C p<C 1, 0 6 n/2,
0< o< n/2. Con arreglo a la formula (3) tenemos
m2 owyz
I= j do 5 do g ptcos® Bsen Boos psen pdp=
0 2. B
2 af2 ]
= g —cospdcos@ S —cos?Odecos B j pidp=
0 ]
cost

Tt 4 1 1 1
5 = 2

U]
/2 ( cost 0 nf2 p!
) S % ),u &
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§ 2.10. Coordenadas cilindricas

Asignemos en el espacio tridimensional el sistema rectanguiar de
coordenadas z, y, 3. Un punto arbitrario 4 = (z, y, 2) del espacio
se define asimismo por una tripleta de niimeros (p, 6, z), donde z
es su z-coordenada y (p, 6) son las coordenadas polares del punto

%

Fig. 52. Fig. 53.

(x, y) del plano zOy, suponiendo que el eje polar coincide con el
sentido positivo del eje z (fig. 52). Es evidente que

z=pcost,
y=psend, } (1)
E=1z,

El jacobiano de esta transformacion

cosf —psend O
Dz, vy, 2) _ =
gt = sen B pecos8 O=p=0. (2)
0 0 1
En este caso la férmula de cambio de las variables se escribird asi:

525 flz, y, z)dxdydz= 5§5 flpcos®, psenfB, z]pdpdbdz.

D=

Para obtener, de un modo evidente, un elemento del volumen en
las coordenadas cilindricas tendremos que partir el espacio mediante
las superficies circulares cilindricas concéntricas que tienen como eje
el eje z, mediante los planos que pasan por el eje z y mediante otros
que son paralelos al plano x0y (fig. 53). El elemento del espacio, limi-
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tado por estas superficies con una exactitud hasta infinitésimos de
orden superior, no es més que un paralelepipedo rectangular con aris-
tas dp, dz, p d. Su volumen es igual a p dp df dz.

Fig. b4.

ereMpLo.  Hallar el volumen del cuerpo @ limitado por las
superficies

(f"ﬂi]%r%;q, z=0, @, >0 (fig. 54).

al
Como sabemos,

V=mQ= [;25 dz dy dz.

Introduciendo las coordenadas cilindricas (1), obtenemos

.
T

j;pdpde S da s

[1]

v={{{pdpanaz=

L=t - |

= 2nc i p (1-—2—:) dp=—§- nac.
[+]

§ 2.11. Area de una superficie
Asignemos en el espacio tridimensional B = R, donde estd definido

el sistema de coordenadas rectangulares (z, y, z), la superficie §
descrita por la ecuacién

z=[(z ¥ (z y) €. )
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Supongamos que G es una regién limitada abierta del plano z, ¥ con
una frontera suave a trozos y la funcién f tiene las derivadas parciales

continuag
g, /]
p=3t, 9= @

sobre G. Cortemos G en partes que no se intersequen dos a dos, a no
ser en sug fronteras (suaves a trozos),

_ N
G=>2) G,;.
=t
Sea (z;, y;} un punto arbitrario de G; (f =1, ..., N). Le corres- -
ponde el punto P; € S con las coordenadas (z;, y;, f;), donde f; =
== f (z;, y;). Tracemos por el punto P; un plano L; tangente a §
Construyameos en la frontera de G;, como en la directriz, la superficie
cilindrica I'; con una generatriz paralela al eje z. Esta superficie
cortarid en el plano tangente L; un trozo I;. Designemos el drea de
este trozo por | Ij |
Por definicién se llama drea de la superficie S el limite

: N
|S|= lim  Xi§l.
mix d (Gy-0 j=1

El coseno del dngulo agudo de la normal n; a2 S en el punto P,
con el eje z es igual a

cos (my, 2)=4/V 1+ pi+ g},

donde la raiz cuadrada se ha tomado con el signo - y py, g; designan
los resultados de la sustitucién de los valores zj, y; en p, g. Pues,
la escuacidén del plano tangente tiene la formal)

(Z—z2y—ps (X —z) —q; (Y —y) =0

¥, por consiguiente, la normal a éste se define por el vector (—py,
—q;, 1). Es evidente que G; es la proyeccidn l; sobre el plano z, y v,
por lo tanto, el drea (medida bidimensional) de G, es igual a

1G;|= 1] cos(ny, 2),
1 1=16G, | V1i+pi+4]
Y
N S
|S|=_lm RiLl= lim JNVI+pi+gi6 =
méxdtG‘;}»o Je=i méx d Gp=0 i=1

= { (vTFPTdEdeay,
[+

1) Véase nuestro libro «Matemdticas superiores. Cdlculo diferencial e in-
tegrals, §§ 8.7, 8.8.
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puesto que la funcién Y1 + p%Z + ¢* es continua sobre G y, por
consiguiente, es integrable.

Hemeos demostrado que el area do la superficie S descrita por la
ccuacion (1) se expresa por la formula

181={ | VIFTr T dz dy. @
I8
Desde luego, si la superficie § esta dada por Ja funcién
z=F(y, 2) ({yy 2) € H), (1"

que expresa explicitamente la dependencia de x respecto a y, z,
entonces

181=§ § VIT@EyFEFdyas @)
"
y si § se asigna por la funcién
y =z, 2} {{z, 2) € A), "
entonces
18 1=§ | VIT @0T F@)2dz dz. (3
A
EIEMPLO 1. Calcular el area de una parte de la esfera 2* -+ y: -+

-+ 22 = 4?, encerrada dentro del cilindro circular z* 4 ¥
= bbb a). ‘

En el caso dado z = + V @ — z* — #°. Sea G, una cuarta parte
del circulo de radio & que tiene por centro el origen de coordenadas
(fig. 55). Conforme a (3), teniendo en cuenta la simetria, encontramos

8, raa_(abj V1 Hymms )+ (o= ) sy =

b nf2
8 55 a dz dy —805 pdp df
- —————— e ———
T__z7__ .8 2_ g5t
(e Litee ° b Vai—p

=2na|—2(a?—p)? |g) = dna (e -V & —F).
Cuando & = a, las integrales de esta cadena deben entenderse en el
sentido impropio (véase a continuacién el § 2.13).
Transformemos la integral (3), haciendo en ella la sustitucion

z=@@ v, y=9(@k v) (uv)ecQ) 4)
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Fig. 55.

que pone en correspondencia biunivoca las regignea Q y G, al suponer
quo g ¥ son continuamente derivables sobre £ y el jacobiano
Dz, v)

Ttn, o1 # (0 sobref. (5)
Sustituyendo en la férmula (1) las expresiones z e y de (4), obtene-
mos

z2=1{lp (w, v), P o)} = x (& v).

Entonces

ox _ o 09 of 0%

du ~ 6z du iy du !

ox _ o 0w , of o9

B 9z ov dy dv "

Resolviendo estas ecuaciones respecto a p =%. g =% y te-
niendo en cuenta {5), obtenemos
Dy, 3) | Diz.w) _ _ D2 | D)
P="""Dw. o/ Dw, o 9= "D, v/ D, o) *

Por eso, aplicando a la integral (3) la férmula sobre el cambio de
las variables (2) del § 2.7, obtenemos

151= [ VITr+a deay=

G
=TV 1 (e ) + (B e )

Dz, )
b imldudv. (6)
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Ahora bien, el drea de la superficie S se expresa asimismo por
la fé6rmula

1= 1V BT+ (FES T+ (BEg oo, 0

La superficie suave S se puede asignar paramétricamente, por
tres ecuaciones

=z v, y=y @, v), 2=z, 1),  v)€Q, (8)

donde las funciones z, y, z tienen las derivadas parciales continuas

en la clansura Q de la regi6n Q de los valores (x, v) llamados paré-
metros de §. Con ello se supone que el rango de la matriz

Ty Yu %y
xn y’ zﬂ

(9)

es igual a 2 para todos los puntos (u, v) € Q. Esto muestra que tiene
lugar la inecnacién

D(z, y) \2 Dy, ) \2, ( Dis =) \2
(mf.,v;) +(D(u,v} 5 D(:' .,)) >0, V(u, )EQ.  (10)

En efecto, esta inecumcién expresa el hecho de que para todo
(¥, v) € Q &l menos uno de los términos de 1a suma del primer miem-
bro de (10) no es igual a cero lo que oquivale a que uno de los deter-
minantes de segundo orden, engendrados por la malriz (9), no es
igual a cero. )

- Notemos que tres ecuaciones (8) de la superficia 8 pueden. ser
escritas en la forma vectorial:

ru, vy=z(@v)i+yw )j+zk vk (11)

donde, por lo tanto, el vectorr = r (u, v) (radic vector del punto de
la superficie S) depende de dos pardmetres escalares u v,
Derivando la igualdad. (11) respecto a 1 y respecto a v, obtenemos

ar . y [12,

B dy . dz
r"_'au'+0u}+au k }
Y 8y . dz

Fo= it I+ &
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El producto vectorial de estos dos vectores es

& F -k
. . 9z 3y 02

e —_— a Gz a az y
FyXry={| du du 0du =(a—:-a-;—-a%-—§;-Jl+

o oy 2

dv v Gv

o dw. 0% GENg o= 0 EEOY

+(auﬁ T au]1+(au T au)""’

Dy, z) , Dz, z) Diz, ) _
D(u, v +1 D {u, v} +k PITRCE (13)

=i

o sea, el cuadrado de la longitud del vector r'-u X r, resulta igual al
primer miembro de (10)!

R o= (B )+ (i) + (55

Las ecuaciones
z=cos0cosp, y=cosOsengp, z=senb

definen la superficie esférica de radio 1 que tiene por centro el punto
nulo (z? 4+ y* -+ 2* = 1). De aqui vemos que toda la superficie esfé-
rica puede ser asignada en forma paramétrica por ecuaciones Gnicas.
En forma explicita, o sea, en una de las formas (1), (1), (1%) la super-
ficie esférica en conjunto, como es evidente, no puede ser representa-
da. Sélo algunos trozos de la superficie esférica, si ésta se proyecta
univocamente sobre uno u oire plano de coordenadas, pueden ser
descritos en la forma explicita.

Por otro lado, la superficie § representada paramétricamente
por las ecuaciones (8) siempre puede expresarse explicitamente,
pero sélo de un modo local. En efecto, asignemos un punto cual-
quiera A € S que corresponda a los pardmetros (u,, vg). En virtud
de la condicién (10) uno de los sumandos del primer miembro de
(10) en este punto es mayor de cero, supongamos que tal es el primer
sumando. Entonces en el entorno (i,, ) Se pueden resolver las dos
primeras ecuaciones de (8) respecto a u y v y obtener

w=Mx, ¥}y v=plz .
Sustituyendo estas funciones en la tercera ecuacién de (3), obtenemos
que cierto trozo o de Ja superficie S, que contiene el punto A, se
describe explicitamente por la ecuacion
z=f(z, ¥).

Do aqui vemos que la representacién paramétrica de la superficie
es mis general que la explicita.
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Si la superficie S estA representada paramétricamente por las
ecuaciones (8), entonces, por definicién, se llama area de la misma
el nimero igual a

1] = S S |Fu X o] du dv. (1%
Q

Notemos que a cada regién o perteneciente a @ le corresponde,
con ayuda de les ecuaciones (8), cierta superficie 0 — S. Esta es
un trozo de la superficie S. Conforme a la definicién (14) el drea de o
es igual a

jo = } 17a X ro] du dv. (15)

Cldro estd que si o s corta en dos trozos o,, o, por las regiones
respectivas @;, @y (0 = w; + w,), entonces

;o|=jj rux ryldudv= | 5 Ire X 7o) du dv +

Wy

4 SS ffv-,, X ;',l du dv = |0)| + [0,].
wy -

Esto muestra que la definicién (14) posee una propiedad natural:
el 4rea del trozo o de )a superficie § es igual a la suma de las Areas de
los trozos g; y o, en los cuales este trozo ha sido partido.

Notemos asimismo que si la definicién (14) del 4rea | o { se aplica
al trozo g que se proyecta univocamente sobre uno u otre plano de
coordenadas, ella es equivalente a la definicién inicial del Area de
tal trozo {(3), (3") 6 (37)). Esto ha sido demostrado anteriormente
(véase (6)).

ElempLo 1. Hallar el drea de la superficie representada para-
métricamente:

Zz = rcos @, ymrsehcp. z = by,
0 <r<a, 0<<o<2n.
La superficie dada se llama helicoide. Calculemos los jacobianos:

D(I, y) . D{:, z) " Cos @ —-?‘SBIHP_
Dirng) "DiL® | 0 5 |=Peosd
Dy, s _|sene rcosel
Dir,® | 0 j |mDaeme.

Luego

38T + (5031 (33T e
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Por eso, basindonos en la férmula (7), tenemos

18| = S 5 derdtp;gl ﬂSderd¢-=.
0 0

= { VAFBar=20 [FVATT+ 5 WG +VFEE) | =

at———d O

P Py |
=1 [aVa2+b“+b31n‘i—'-/§lﬂ],

§ 2.12. Coordenadas
del ceniro de masas

Supongamos que en e] espacio en el que se encuentra el sistema rec-
tangular de coordenadas estd dado un punto material £ = (z,, x,, 23)
de masa Mp. El producto Mp-z se llama momento estdtico de este
punto respecto al plano x; = 0 y se designa por el simbaolo

le = Mpz;.

El momento estético respecto al plano z, = 0 de un sistema finito
de puntos materiales P; = (4, 24, 2{’) de masas M; se define
por la igualdad

' ('
Ke=2 Mpl.
J

Por dltimo, si la masa queda distribuida sobre cierto conjunte G,
el momento estdtico del cuerpo G respecto al plano x; = 0 se define
como la integral

K, = S 0 (P)z,dG = Y p (P) z, dz, dz, dz;,
o [

donde p (P) es la densidad de distribucién de la masa.

El centro de gravedad P° del cuerpo G tiene las coordenadas
(%, 25, 25) que se definen por las igualdades

#i={ mowae/{e@rdc (=1, 2, 3).
e G

En particular, si n = 2 y G es un trapecio curvilineo en el plano
(2, 23), trapecio que esté limitado superiormente por el grdfico de
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la funcién z; = f (z,) & inferiormente por el eje z; y lleno uniforme-
mente de masas con densidad p = 1, entonces (fig. 56)

fizxs)
g xy ATy dzy _[ dz, I Ty dxy
F = 2 ] =
& mG 2mG
g dx; dz,

frlzddzy.

O ——

De aqui

b
2nzgmG=xn | f(,)dz,. (1)

En el segundo miembro de (1) esté el volumen de un cuerpo obtenido
por la revolucién del trapecio curvilineo G alrededor del eje z,.

Fig. 58,

Asi, pues, hemos obtenido el conocido teorema de Guldin?)
que dice: el volumen del cuerpo de revolucidn es igual al drea del tra-
pécio curvilineo G multiplicada por la longilud de la circunferencia
g:s:ma por el centro de masas (de gravedad) de este trapecio alrededor

I ¢fe z,.

Si G es la curva z; = f (%), a<< ;< b, uniforme (p = 1), en-

tonces

g:,a‘l é;(:gd:
e T T me

donde m@G es la longitud de la curva dentro de los limites de [a, b}
y dl, el elemento de la longitud del arco. Puesto que dI =

1) P. Guldin (1577—1643), matemitico suizo.
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= V14 (x)* dz;, entonces
= ? @) VIFT @Pds,
0 bien ’
2nasmG = 2 j f )V T+] () dz. (2)

En el segundo miembro (2) se encuentra el &rea de la superficie
de revolucién de la curva G (zy = [ (z,), ¢<< z; << b) alrededor del
eje z,. Ahora bien, 1a igualdad (2) ofrece el otro teorema de Guldin

£ | SR

HY

Fig. 57. Fig. 58.

que reza: el drea de la superficie de revolucibn es igual a la longitud
del arce de la curva G (xy = | (y), a<C x, << b) multiplicada por la
longitud de la circunferencia descrita por el centro de masas de esta
curva alrededor del eje z,. '

Los teoremas de Guldin permiten encontrar a partir de dos
magnitudes conocidas la tercera. Por ejemplo, si se conocen las coor-
denadas del centro de gravedad y el volumen del cuerpo de revolu-
¢ion, se puede determinar el drea del trapecio curvilineo, etc.

EJEMPLO 1.  Hallar las coordenadas del centro de gravedad del
trapecio curvilinee G = {—R<{ z<{ R, 2’ < y<C R*} (fig. 57).

Sea P° = (z°, y°) el centro de gravedad. En virtud de la sime-
tria es claro que z° = 0 (suponemos gque p == 1). Hallemos el 4rea
del trapecio G:

£ 2
mG = R?.2R— 2 | 2t da = 200 — TR0 = - R".
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El volumen del cuerpo obtenido por la revolucién de & alrededor del
eje z es igual a

R
V=2R.nR*—2n j (22 dz =20 RS — % RO = 5 RS,
il

Sobre la base del primer teorema de Guldin

v 3
Vuyog=a

EJEMPLO 2. Hallar el volumen del cuerpe obtenido por la revo-
lucién del circula G = {z* + (y — a)*<C r*} de radio r (r< @) que
tiene por centro el punto (0, a), en torno al eje x (fig. 58).

Es claro que el centro de gravedad del circulo (homogéneo) coin-
cide con su centro geométrico, o sea, 2* = 0, y° = a. El drea del
circulo mG = nr®. Por eso, conforme al primer teorema de Guldin,

V = 2na.ar? = 2n%%a.

riempLo 3. Hallar el érea de la superficie del cuerpo de revo-
lucién examinado en el ejemplo 2.

La superficie dada puede ser considerada como superficie obteni-
da por la revalucién de la circunferencia z* + (y — a)® = r* alrede-
dor del eje z. La longitud de esta circunferencia es igual a 2nr. Por
eso, conforme al segundo teorema de Guldin, i

S = 2na-2ar = 4star

{el centro de gravedad de 1a circunferencia homogénea coincide asi-
mismo con el centro {0, a) de esta circunferencia).
EJEMPLO &, Hallar el centro de gravedad del semicirculo

z* + y*<< R®, y > 0, homogéneo (p = 1); de la semicircunferencia
¥4 y* = RE, y > 0.

. Es sabido que el volumen de una esfera de radio R es igual a
%—_ 7R y-ol dreade su superficie es igual a 4nR®. Por la formula (1)
obtenemos (fig. 59)

R* 4 4R
R il ik

donde yS es la ordenada del centro de gravedad del semicirculo.
Por la férmula (2) para la ordenada yi; del centro de gravedad
de la semicircunferencia tenemos ’

2
2nyse-nR=4nR?, ¥y =—:-§- ;
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momeENTOS. Se llama momento de g-ésimo orden (g = 2, 3, .. .)
del punto material P de masa M, respecto al plano z; = 0 el producto
I8 e M2t

5i las masas estin distribuidas sobre un conjunto. medible & de-
densidad p (P), entonces

1§‘:?=5xgp(p)da (i d, 3. 8.
G

Si ¢ = 2, el momento respectivo de segundo orden se denomina
momento de inercia.

Ademaés, pueden examinarse los momentos de g-ésimo orden del
cuerpo (r respecto al origen de coordenadas

3
19={p(P) (3 «1)" d;

respecto al eje z, (i = 1, 2, 3). Por ejemplo, el momento de g-6simo
orden respecto al eje z, se escribira asi:

19, = { o(P) (21 + 2" dG.
G

§ 2.13. Infegrales impropias "

Supongamos que la funcién u = f (z) estd dada sobre la regién ce-
rrada G (G = G | 8G). El punto z° € G se llama punto singular dé la

5 ¢
x',y“

a x

Fig. 59.

funcién, si en todo e-entorno del punto z° la funcién / (z) no estd
acotada. Sea (fig. 60) G, = G\ U (2%, e}, donde U (z° e) es la

1) En el § 2.13 designamos los puntos z, y del espacio utilizando caracteres
claros (no semigruesos).

12-180
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esfera abierta de radio £ que tiene por centro el punto z° (p (z, 2°) =
= |z — 2%} <e.

_ Sila funcién f (z) tiene un Gnico punto singular z° sobre la region
G y es continua sobre la regién G, para Ve > 0, entonces se llama
integral impropia de la funcién f (z) sobre G el limile (si éste existe)

lim j f(@)dz= 5 i (2) dz. )
g, G

$i el Hmite finito (1) existe, la integral impropia converge y si
el limite (1) no existe o es igual al infinito, la integral impropia
diverge.

La integral (1} se denomina absolutamente convergente, si converge
la integral

§ 1/ @)ldr<eo (2
| _

del valor absolute |f () |.
Una integral absolutamente convergente converge. En efecto, de la
convergencia absoluta de la integral (2) se deduce que el limite

lirgl S | (z) | dz existe y es finito. Entonces, aplicando a este limite
Yg

(1
el criterio de Gauchy (respecto a la funcién de una variable &), obte-
nemos que para todo valor de n >> 0 existe g, = 0 tal que

n> {iide={inas|= § 1r1de=
G&

G, ¢ Ger

}lcs\gﬁ'{dzlgléifdx—-GSg',fdx
Ve < gl

De suerts, para todo valor de n=> 0 existe un valor de &,, tal que
para todos los nimeros positivos e, £ que satisfagan las desigualda-
des 0 < & <&’ <C &, tiene lugar

Jrae] rafen

G Gy

Esto muestra, segin el criterio de Cauchy, que existe el limite (1),
o sea, existe la integral impropia (1).
EJEMPLO 4.  Investigar la convergencia de la integral

{12172 ds, (3)
a
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donde @ >0, z = (zy, 25, g), |z I* = xI + 2§ + 23, Q es la esfera
unidad |z [<Z 1.

ResoructoN. La funcién |z |-* tiene un dnico punto singular
(0, 0, 0). Por eso, pasando a las coordenadas polares, obtenemos

i |z|~%dz = lim |z|~% d =
=0 ezt
27_! nfs 1
=lims 5 jr‘zcosﬁ-r““drdedq:=
el 0 -aj2 ¢
1 .-q_z ‘4 i
= lim 2z | rz-ear j c0s0d0 =1im 5= r3-e| =
g0 - -0 V& €

" 4n
=lim —— (1—e3-8)=
g0 "i_“( )
Hemos demostrado que la integral (3) converge cuando a < 3.
Si @ > 3, la inlegral (3) diverge, Para o = 3 la integral (3) asimismo
diverge (al calcular la integral respecto a r la primitiva es igual a
Inr).
Observacién 1. En un espacio de n dimensiones, o sea, cuando

4n/(3—a), a<<3,
{ oo a>3.

n

| z |*= D)z} la integral (3) converge para @ < n y diverge para
=1

az=n.

Si la regién G no estd acotada y la funcién f (x) es continua sobre
la region Gp = G-U (0, R) pera cualquier R (fig. 61), entonces el
nimero igual al limite

lim j f(x)dz= 3 f(x)dz (4)
R-eoo
ép ]
se llama integral impropia respecto a la regién no acoteda G.
EJEMPLO 2. La integral S |z |- dz, donde G = E\ U (0, 1),

G
converge cuando @ > 3 y diverge cuando o < 3.
Realizando los célculos, al igual que en el ejemplo 1, obtenemos

j |21™* dz=1lim { (2|"*dz=
¢ Brsg,

) n/2
=1lim 2n { r-at2gr j cos 6 d0 = lfm -2~ (R¥®—1)=
R J —ng2 H-~0a 3—a

00, o< 3,
U dnf{a—3), a>3.

12
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Cuando =23

~ldr=1im4n In B = co.

R-—+eo

S |z| ™% dx = lim 4n
& R-+oc

—c___.::

Observacidn 2. En el espacio de n dimensiones la integral

j jz|"%dz, G=E™U(0, 1)

[

converge para . > n y diverge para o <g n.

-‘Iz/
J y
5}7
! ¢ z Gr
0 R =x
Fig. b1, Fig. 62.

mJEMPLO 3. Investigar la integral

f= exp ( —z} — 3) dz, dx,.

c!_.--.s
Tt

Por definicién tenemos

I=1lim 5 exp (— zi—u}) dxy dz,,
R-+co
Gr

=

donde Gy = {lz |s<< R, z, >0, z, >0} es una cuarta parte del
circulo de radio R (fig. 62) Pasando a las coordenadas polares

Zy=TCOSQ, T,=TSenq (0<tp<—%‘—, 0<r<:R), %‘F".:.%;’=r‘
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tenemos
R n/2
§ exp(—z} —23) dz, dz, = 5 exp (—r¥)rdrdy=
] [
it £ dr? R
=3 § E*P(—FZ)T'-= -T“exp(—rz) =
=-2’5-[1—exp(—Hz}]—y--;-‘—, R—oc0.
Ahora bien,
j Sexp(—-zf-—x:)dx, dx2=%_
00
Pero

a[ i e " ldz, dz, = ( é e"‘fdzl) ( i e"gd.ra) = ( é s’i‘dg}z,

donde la integral impropia de una variable del segundo miembro
(integral de Poisson) converge. Por eso obtenemos
fexp(—wyas= Y2,
EIEMPLO 4. Calcular Dla integral
fexp(—-axa}[%z’—i—ﬂ'?dx (z>>=0).
Integrando 303 veces por partes, tenemos

N
i & p-uat 4oz dr
je ot (20z2 4 1) 2da:=(u= o u—_-wa:::_”‘)=
e
gt N 1 —axz{—202—1)
~ iy |+ | mm e e L de=

—p it }IN zfg—“r‘£=(ﬂ=e'“ﬂ, dl)=£l

= bax (ZaztF 1) e 4az? zt

HCL S T e
e

P N

= ez 2a 1) e

e-ax? dr.

x
=S arifil T

R B f’
l
-3
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Pasando al limite cvando e—0 y N —- oo, tendremos
L

I e~ax? Qg2 L 1) 2 dre= -;— \ e-wxtdr=()Yazr=12)=
o ®

oG - —_—
— 1 S e-1* dz = t 5 _V‘:‘ - ..3.. ‘l/-“_
L Yo 2va 2 A "

0

§ 2.14. Integral impropia
con particularidades
a lo largo de la linea

Supongamos que la funcidn F (z, y} es continua sobre el circulo abierto
Gy = {2+ y¥* < e} (a0

pero no esté acotada sobre éste. Ademas, suponemos que al aproximarse a cuales-
gngiera puntos de Ja eircunferencia z® 4- y* = a? la fuucién F tiende hacia el
infinito.

Entonces para todo ndmero positive b << a ia integral

[frenaa=({repea

% t,
existe, pero la integral de F sobre G, no existe en el sentido habitual (de Rie-
mann). Es que sabemos que de la existencia de la integral respecto a G, en el

sentido de Riemann debe deducirse la acotacidn de F sobre G,.
Sin embargo, puede suceder gue existe el limite

lim 55 Fiz, y)dxdy=1.
bro
b<a Yy

El limite I se llama integral de F respecto a Gy en el sentide impropio ¥y se
designa como integral habitual de Riemann:

Ie= ij F(z, y)dzdy.

Con esta situacion ya nos hemos encontrado al examinar el ejemplo 1 en el
§ 2.11. La funcién subintegral de la integral alli representada es continua sobre
el circulo abierto G,, pero no estd acotada sobre G,.

Tuvimos que determinar el Area de la esfera | S, {, correspondiente a Gy,
ng comn ayuda 3!: una integral habitual de Riemann

et | o/ () g o

Ga
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Acabamos de examinar el ejemqlo de uma_integral impropia cuando la
funcién subintegral no esté acotada a lo largo de la linea. En el caso precedente
hemos citado los ejemplos de las integrales improplas cuando la funcién subin-
tegral no esti acoiada en el entorno de un punto.

§ 2.15. Integral impropia
dependientfe de un parametro "
Examinemos la integral impropia

F@= (1@ yay=
o

Y e § P st Wivonsd B v Bw 8)
que depende del pardmetro £ = (z,, . . ., x,,). Supongamoes que la
integral tiene una séla particularidad en el punto z° = (¥°, . ..

cea BR) EQ. 3
Examinemos mas exactamente la regién € de puntos y = (y,, . . .
.« ¥») del espacio de n dimensiones respecto a la cual se efectiia
la integracién y la regién G de puntos z = (z,, . .., Zn), 0 sea, la
regién de parimetros. Puesto que integramos respecto a £ y a con-
tinuacidn integraremos también respecto a G, supondremos que am-
bas regiones Q y G estan limitadas y tienen una frontera suave a tro-
zos. En lo que se refiere a la funcién f (z, y), se supone que es conti-
nua sobre G X %) a excepeién de los puntos (z, y°) donde ella tiene
la particularidad.
En general, sobre Q en el entorno do cada punto (z, y* la fun-
cion f (x, y) no estd acotada.
upongamos que la integral impropia (1) existe para todos los
Era]ores de r 3 G. Esto significa que para cada = € & existe el limite
inito

F@=limP @) =lin {1z, pay={ 1z ay, @
E={ !—ﬂ;’ne S
donde

Fe(@)= | f(z, v)dy ®)
nt

1} En el § 2.15 hemos designado los puntos x, y del espacio, utilizando ca-
racteres claros (no semigrueses).

# El simbolo ¢ X @ designa el producto directo de los conjuntos G y @,
o sen, ef conjunto de todos los pares {z, y), donde z € €, y € Q.
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y Q.= Q\U (4% &) es el conjunto de los puntos y € Q de los
cuales ha sido eliminada la esfera de radio que tiene por centro
el punto y°

Es importante sciialar que la integral (3) es una integral habitual
(propia) de Riemann y ya que la funcién f (z, y) es continua sobre

G X @, para todo valor de e > 0, para esta integral se cumplen las
propiedades conocidas, a saber:

1) F, (z) es una funcién continua de z € G.

2) Es legitimo cambiar de lugar el orden de integracion

faz (1@ vay={ay {1 = %)
G QE E G

3) Es legitimo derivar bajo el signo de la integral
aixjéff(:c_ y)dy-——g—a%f(x. y) dy (5)

[ 13

a la condicién adicional de que la devivada parcial—éf_—i,f(a:, y) sea

continua sobre & X

De aqui surge la pregunia gse conservan o no las propiedades
1)—3) para e = 0, o sea, se conservan o no estas propiedades para la
integral impropia (1)? Hablando en general, esto no es asi. No obstan-

te, si sobre la convergencia de F, (z) hacia F (z) ¥ deTi-j- F¢ hacia

EF se impone la condicién adicionsl de convergencia uniforme,

entonces las propiedades 1)—3) se mantienen. Por esta razén es atil
el concopto de convergencia uniforme de una integral impropia.
Por definicién, la integral (1) converge uniformemente sobre G
(o respecto a x € G) si
Fo (@)= F(z) {e—0),
o sea,

Vi@ g~ [ i@ iy =0
a, 2
uniformemente sobre G:

Con otras palabras, la integral (1) converge uniformemente sobre G
si se cumple la condicién siguiente: para tode valor de 1 => 0 existe
€y = 0 tal que

IF(x)—Fc(x)I=|Sj‘(¥,y) dy—j /(z, y)dy|=
a &,
;zl 5 f(z, y)dy‘{n, Ye<e, VzEG.
QNUys, g)
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A las integrales uniformemente convergentes se les puede aplicar
la teoria de sucesiones uniformemente convergentes de las funciones,
vinculada con la teoria de series uniformemente convergentes.

Sabemos que si la sucesién de las funciones F, () (n = 1, 2, .. .)

contlinuas sobre el conjunte & converge uniformemente sohre G la
funcién limite F (z) es continua sobre G y entonces -

lim j F,(z)dz= 5 F (z) da. (6)

s b4
Sabemnos también que si adicionalmente suponemos que las
derivadas parciaiesaiz} P, (z) existen y son continuas sobre G y,
ademas,

57 Fu@>9(2), 2€G,

uniformemente sobre E la funcién F(x} tiene la derivada

J 5 .

EP (z) igual a P (x):
a

EF(I]=‘{){I]. Vazéd.

Al demostrar estas propiedades no tiene importancia-el hecho
de que n, creciendo, recorra los nitmeros naturales. Se puede conside-
rar asimismo que n = e tiende continuamente a cero (e — 0). Por
eso las propiedades indicadas se extienden de manera automéatica a
las integrales impropias uniformemente convergentes.

TEOREMA 1. Si la integral (1) converge uniformemente sobre Gyla

juncién f (x, y) es continua sobre G X Q, a excepcion de los puntos
(z, ¥°), entonces la integral (1) serd una funcidn continua de . En
este caso

Sdz S iz, pdy= S dyS!(x. y)dz.
G bel 73 G

En efecto, de la continuidad ¥, (z), Ve > 0, y de la convergencia
uniforme F, (z} — F (z), e — 0, sobre G se deduce que F {z) es con-
tinua sobre G. Luego,

gdxif{x‘ y) dy = tj_' F(J:)dz=1§lr;§1"c(x)dx:

G

= Iim &sdzﬂf(-t, y}d9=li—"3§,,_dyim’ y) dz=

2

=£dyg f(z, y)dz.
G
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En esta cadena hemos hecho uso (en la segunda igualdad) de la
f6rmula

{ Fe(z)dz—~ { F(adz, (e~0),
G G

que es jusia, porque F, y F son continuas sobre G y F, — F unifor-
memente sobre G, y (en la cuarta igualdad) de la férmula (4).
TEOREMA 2. Si, ademds de cumplirse las condiciones del teorema 1,

se conoce que la derivada parcial -32- f (x, y) es continua sobre G X Q,
a excepcion de los puntos (z, y°), y la integral

a
{ 5e f (= w)dy
[+
converge uniformemente sobre G, entonces tiene lugar la igualdad

] a

o0 sea, es legitimo derivar bajo el signo de la integral.
En efecto,

a

¥ @
i~ gf{:c. yydy= %F(x)mlllful

axj

F:['T)=

. a y d ]
=12111;a—n5( (=, dey=an§I§ 75 & vdy= £ =y (= v dy.
(] £

En la segunda igualdad de esta cadena se ha aplicado la propie-
dad que reza: si las funciones £ (z) y -r;:—ng (z) son continuas sobre

G y ambas convergen uniformemente sobre G hacia F () vy ¢ (=),
respeclivamente, entonces %F {(z) = ¢ (x) sobre G. En la cuarta
igualdad se ha aplicade la propiedad (5) que es justa para todo valor
de e > 0.

El teorema siguiente ofrece un criterio suficiente de convergencia
uniforme de la integral impropia (1),

TEOREMA 3 (CRITERIO DE WEIBRSTRASS). Si la funcién f (z, y)
es continua sobre ¢ X Q a excepcidn de los puntos (z, ¥*) (y* € Q),

y satisjace sobre G X Q la desigualdad

e ni<el) @eo), @®)
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donde la integral

Scp(y) dy << oo (&)
]
converge, la integral (1) converge uniformemente sobre G.

DEMOSTRACION. Asignemos 1 > 0. En virtud de la convergencia
de la integral (8') existe g, >> 0 tal que

| { ¢(y)dy|=| Sw(y)dy[<n, Ve<e,
2N, e QxR

e

por eso, si e<Ce' <Cg, entonces

a>| | ewav— §ewa|=| | ewa|,

Qo aa, RN
Ve, e <eg

Pero entonces, en virtud de {8)

w>| | ewar|>| | fe nar|=1F@—Fe @)

2,0+ 2,0’

para todos los valores de &, &' < g, y para todo valor de z € G.
Hemos obtenido la condicion de Cauchy para la convergencia

uniforme de F, {(z) cuando & — 0 sobre G. Esto muestra que tiene

Ingar la convergencia uniforme

lim Fo(s) =1im § 1. ) dy= S /(. v d.
EJEMPLO 1. La intcgral
L
¥ (a) = S a*tdz (a>0) (9)
v

existe para todo valor de ¢ > 0. Para 0 <<a <<1 el punto z =0
s singular y para a >> 1 sobre el segmento [0, 1] la funcién subinte-
gral es continua y la integral no tiene particularidades.

Para aclarar la cuestién acerca de la convergencia uniforme de la
integral impropia, tenemos que apreciar la integral

forues

0
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gque suele llamarse resto de la integral correspondiente al punto
singular z = 0. Para un nlimero arbitrario n = 0 es imposible escoger
g, > 0 de modo que el resto sea menor que v, Va >0, Ve <Cg,,
porque para cualquier e fijo
lim e%/¢ = co (g > 0).
x-=0
Por eso la integral (9) converge no uniformemente respecto a
a>0.
De suerte, la funcién 2%-! = ¢ (z, a) es continua sobre [0, 1] X
x [0, 1], a excepcién de los puntos con z = 0, La misma integral
} (a) = 1/a es una funcién discontinua sobre [0, 1]. Esto muestra
que la exigencia de que la integral converja uniformements es esencial
para la continuidad de la misma,
Luego, es evidente que para 0 <<a,<<a<C1 la integral (9)
converge uniformements. En efecto, si a,< a, entonces sobre el
segmento [0, ], donde 0 <<e <<1, 2°~'< z°~! y Ia integral

ap
to-ldr= 2 < 00}
ag

ol ——ym

por eso, segin el criterio de Weierstrass, la integral (9) converge
uniformemente para a,<c a<< 1.

Asf, pues, la integral (9) es una funcién continua sobre [a,, 11.
Sia > 0, la integral (3) se puede derivar bajo el signo de la integral,
o sea,

1 1
¥ (a) = 5 2 2 dz= S 24 In z dz. (10)
/] 0

En efecto, puesto que lilz:,:r:" Inz =0 (A > 0), la funcién

ghlnz, z>>0
]l(:-"]:{ 0'

Z;o

es continua sobre [0, 1] y, por consiguiente, estd acotada sobre
[0, 1). Por eso para 0 <g,<{a<C1 '

[2°t1n 2| << |za-2-1]. |2d In 2| < cfao=dm 1]
y la integral

L3
{ z-3-1dz =
0

a=
£

s
<<oo. (0<<A<la—ay).

a—
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De aqui, segitn el criterio de Weierstrass, la integral del segundo
miembro de (10) converge uniformemente. Luego, la funcién

aix“" == z°<!In z es continua sobre [0, 1] X [0, 1], a excepcién

de los puntos en gque z = 0. Por eso, conforme al teorema 2, la [6r-
mula (10) es justa. . .

La integral (1) se puede examinar para una regién no acotada Q,
suponiendo que la funcién f (z, ¥) es continua sobre el conjunto
G X Q de los puntos (z, y). Por cuanto la regién © no estd acotada,
la integral (1) como .la de Riemann, no existe, pero puede existir
en el sentido impropio como el limite

lim Fr(z)=lim { f@ pay={ 1 pay=r@, o
Rew Reeg R

n

donde Qp =Q N U (0O, R), U (0, R) es la esfera de radio B que
tiene por centro el punto nulo.
Supongamos que

Fa@@)={ f@ y)dy
1]

R

¥ gue existe el limite

lim Fp(z)=F(2) = [ /(= pyay
R—+no o

para todos los valores de z € G, o ses, que la integral (11) como
impropia existe para todos los valores de z € G.

En este caso se dice que el punto alejado infinitamente es el punto
singular de la integral (11).

Por definicién, la integral (11) se llama uniformemente conver-
gente, si Fg (z) = F (z), R — oo, uniformemente respecto a z € G.

Al igual que en el caso de un punto singular finito, se demuestra
que para una funcién f (z, y) continua sobre G X Q Ia integral (11),
si converge uniformemente sobre G, es una funcién continua de
z € G Luego, si G es una regién acotada con frontera suave a trozos,
tiene lugar la igualdad

édxi (z, y}dy=§dyif{x, y) dz.
af af

8i il continua sobre Q y la integral de v
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respecto a © converge uniformemente respecto a z € G, entonces (11)
puede derivarse bajo el signo de la integral

a a
7, ‘S] flz, y)dy= é a5 @ vy

EJEMPLO 2, Investigar la integral
I (z)= S xzeVdy (z220).
0

Es evidente que J (0) = 0y paraz 5% 0

R
I (z)=lim i ze dy=1lim — e |" =1,

A=o0 R=o0

Ahora bien, la funcién 7 (z) es discontinua sobre [0, co). Esto
se debe a que nuestra integral converge no uniformemente; el resto
de la integral

o

§ ze™*V dy = ¢-R¥

no tiende a cero para cualquier R fijo y cuando £ — 0 (este resto
tiende hacia 1).
EJEMPLO 3. FUNCION GAMMA. La integral
I'(a)= j z* e~ dz (12)
0

se llama funcidn gamma o integral de Euler de segundo género.
“Cuando a>> 1, ella tiene e! punto singular r = oo y ¢uando
0 <<a <1, tiene dos puntos singulares x = 0, z = oo,
Para investigar esta integral es cémodo desarrollarla en dos
integrales

i 0
I'(a)= S 2% le~* dx - S a1~ da,
o 1

Puesto que para 0 <z= 1 tememos z%-‘e~*< 2°-!, entonces
{como esto se ve del ejemplo 1) la primera integral converge unifor-
memente para todos los valores de ¢ > ¢, > 0, cualquiera que sea el
nimero a, > 0. La segunda integral converge, evidentemente, para
todo ndmero real a.
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8i a, es un niimero cualquiera, entonces para a<g a,
lerCan-ie™ (I < o),
y como

S zt0~1e™* dz < o0,
1

entonces, segin el criterio de Weierstrass, la segunda integral con-
verge uniformemente Vas{ a,. No obstante, la convergencia de
esta integral para un valor cualguiera de e no es uniforme.

Por ejemplo, cuando 2 > 1y R >1

oo oo

5 e~ dx = R S e dr=R"1¢=R-y o0
R R
para @ — +oo y cualquiera R fijo,
Cuando a2 > 1
o R
I'(a) = 5 21e* dz = lim { — 2%-1e= |: +@—1) | 2" dz) =
° Rois )
={a—1)T {a—1).

Por eso para a=n natural
Find-1y=nl(n)=n(n—1)T(n—1)=...=nll'(1)=

—nl 5 e*dr=nl,
0

de donde se ve gue ps natural considerar la funcién gamma como
generalizacién del factorial.



Capitulo 3

Andlisis vectorial

§ 3.1. Curva orientada suave
a frozos

La curva
ry=o@Wi+v@Oi+xOF (@a<tI<hH) 1)

se llama 'suave a trozos continua, si las funciones (@, ¥, %) son conti-
nuas sobre [a, b] v el segmento [a, bl se puede partir en un nimero
finito de segmentos parciales por los puntos

@=ty <<t <...<ty=2b

de modo que sobre cada uno de ellos las funciones ¢, P, x tengan las
derivadas continuas que no sean simultdneamente iguales a cerot).

La fig. 63 muestra una curva suave
a trozos continua. En los puntos 4, ¥
4, ella es continua, pero las deri-
vadas @' {t), ¢’ (¢), ¥’ () todas o
algunas, sufren discontinuidad (lde
primer génerol}.

Designaremos la curva (1) con una
. letra, por ejemplo, con la letra I'. Ge-

o = neralmente I gignifica no sélo el
of

z

lugar geométrico de los puntos
(x, y, z) definidos por las ecuaciones
(1) sino también el orden de segui-
miento de estos puntos cuando
. crece continuamente de a a b
(ja < bl). En este sentido se dice que I' es una curve orientada. El
orden de.seguimisnto se designa en la figura con una flecha (fig. 63):
cuando £ crece continuamente de a a b el punto (z, ¥, 2) se desplaza
por T en el sentido de la flecha.
Si ¢ == A (1) es la funcién con una derivada positiva continua so-
brecierto segmento l¢, dl y, ademés A (¢) = a, A {d) = b, entonces la
ecuacién

rA)=¢@i+vDA @i+ rR@DE <i<d (1)

define la misma curva orientada que I'. Se designa por la misma letra
T, solamente en el caso de la ecuacién (1) se dice que I' se define
por el pardmetro ¢ y en el caso de (1'), por el pardmetro 1. En ambos

1) Véase nuestro libro «Mateméticas superiores, Calculo diferencial e in-
tegrals, §§ 4.21, 7.3.

Fig. 63.
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casos, al crecer ¢t de @ a b o al crecer 1 de ¢ a d, los puntos respectivos
de T" se desplazan en el mismo sentido.

Otra cosa es si se lleva a cabo la sustitucién de ¢t = 4 (1), donde
A (x) tiene una derivada negativa continua sobre el segmento [e, d]
(ic =<<dl). En este caso A (¢) = b, A (d) = a y al crecer continua-
mente v dec a d el parimetro { decrecerd y sobre nuesire objoto
geométrico es necesario orientar la flecha en el otro sentido.

Por eso cuando A’ (t) << 0 designaremos la curva (1°) por otro
simbolo T'_ y diremos que I'_ es la misme curva que I', pero orientada
en el sentido opuesto. En algunos casos designaremos la curva orien-
tada inicial con el simbolo I'y. _

La curva orientada (1) se denomina cerrada o contorno cerrado,
sir (a) = r (b) o, lo que es lo mismo, si

@ (a) =@ (), ¥(a) =9 (), %(a)=1x(®):

En otras palabras, cuando el valor del parametro ¢ crece continua-
mente de @ a b el punto correspondiente {z, y, z) hace en el espacio

Fig. 64. Fig. 65.

un recorrido continuo que empieza y termina en un mismo punto.
Si en este caso la curva I' no se corta a si misma en otrog puntos, se
llama curva autodisjunta cerrada. La fig. G4 muestra una curva
aub&:disjuntn cerrada y la fig. 65, una curva auteintersectadora ce-
rrada.

Observacién. La ecuacion vectorial (1) de la curva I’ es equiva-
lents & tres ecuaciones

z=q), y=v@) z=%@ (e<t<h).
En este caso diremos que la curva T es dada en forma paramétrica.
EIEMPLO 1.  Supongamos que la curva T' se da por la ecuacién
r{ty=iRcost+ jRsent (zx= Rcost, y= Rseni),
0= ¢t 2n.
Por cuanto z® 4 y* = R? (cos® ¢t + sen®t) = R2, la curva dada
es una circunferencia de radio R que tiene por centro el origen de
coordenadas. Al crecer £ de O a 2xn el punto 4 = (z, y) se mueve

por la circunferencia en el sentido contrario al de las agujas del
reloj. En este caso a diferentes ¢ corresponden diferentes puntos 4.

13-)80
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Cuando t =0 y ¢t = 2n tenemosr (0) = r (2x) = iR. Por lo tante,
la circunferencia s una curva autodisjunta cerrada (fig. 66).
EIEMPLO 2. La curva r (£) = a (i cos ¢ + j sen £) - bik, donde
0t << o0, a, b son nimeros positivos, se llama hélice. Esta puede
ser obtenida del modo siguiente. Un segmento de longitud a, per-

z

=]

5
o ———
(=]

o R =
x
Pig. 66. Fig. 67.
pendicular al eje z, con un extremo se desliza por el eje z y a la vez
gira alrededor del eje 2, entonces el otro extremo del segmento des-
cribe una hélice. Supongamos que la altura de elevacién del seg-
mento en el eje z es proporcional al dngulo de giro ¢t (z = bt). Al
crecer ¢ ol punto (z, y, z) se mueve segin se indica en la fig. 67.

Es evidente que la hélice estd situada sobre la superficie lateral
de un cilindro circular de radio 4 con una generatriz paralela al eje z.

§ 3.2. Integral curvilinea
de primer género

Supongamos que esti dada la curva suave a trozos continua I'
riy=0@it+y@Oi+x@k 0<Ki<T), (1)

y supongamos que sobre I' o en el entorno de I' se define Ia funcién
continua F (z, y, 2).
El niimero igual a

)
W,

iF(z, Y, 2)ds=

T
£ SF [ (&), v, x OV o O+ (P (02dt  (2)

1]
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se llama integral curvilinea de primer género de la funcion F (z, y, 2)
respecto ¢ la curva T.

El primer miembro de (2) es la designacién de la integral de
primer género vy su segundo miembro €s la definicién de Ia misma;
es una integral definida corrients respecto a t sobre [0, 7).

Por ejemplo, si la curva I' posee una masa con una densidad de
distribucién F (z, y, z) en los puntes (z, y, 2z) €', entonces la
masa total M de la curva se calcula por medio de la integral (2).
Asi, el elemento de la curva material correspondiente al segmento
{t, t + dtl de variacién de t tiene una masa, con una exactitud
hasta un infinitésimo de orden superior, igual a

Fas=F (o), v, x OV O+ P+ 1 (0 dt,
donde ds es la diferencial del arco de I'; esto muestra que M es igual
al segundo miembro de (2).

La magnitud de lg integral de primer género no varia al cambiar
la orientacidn de la curva:

}SF(x, ¥, 2)ds= S F{z, y, z)ds.

Por ejemplo, la curva (1) puede definirse por las ecuaciones
z=@(—1), y=yT—1), z=¢(T—1) (O<t<T),

que la orientan en el sentido contrario y entonces

T
§ Plo@—n), v (=), 1T =l x
[}

XVeT—F ¥ (T—RFy (T —F di=

=—{Flo®, v, x OV T EFFF O T 7 O*di=

T
T
={ Flow, v, x O}V &0 ¥ 0P+ (0 dt.
(]
EJEMPLO 1.  Supongamos que a lo largo de la hélice definida

en el ejemplo 2 del § 3.1 estdn distribuidas las masas de densidad
F {z, y, z) = 2% Hallar la masa M de un tramo de Ia hélice cuando
el parametro ¢ varia de 0 a 3 (0= t<C 3).

Escribamos la ecuacién de la hélice que se examina en la forma

z=a0c0o8t, y=asent, z="58 0LI<3),
13+
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lintonces
3

M= §Fe), yO, s VT 7 @ F7 @ di=
0

3

= j b2 ) a?sen?t 4 a?cosit 4 b di =
]

3
=0V gt - b? j trdt =9 Y at b .
0

EJEMPLO 2. Calcular la integral de primer género schre la
clipse

z=acost y=nhsent (0<Ci<I2n)

de la funeién F(r, y)== ]/(Efn)z—!—(lf—)z.
Tenemos
2n
f Fz, y)ds = ij%oth-Fa’-senzt V a%szen®t+b%costt dt=
T ]

25
= j (b2 cos? t - a? sen? &) dt = a1 (a® 4 b?).
o i

§ 3.3. Integral del vector
a lo largo de una curva

Supongamos que en el espacio R; donde estd definido un sistema
rectangular de coordenadas z, y, z estd dada wna curva suave a
trozos continua orientada T con el punto inicial 4,4 y el punto final
A;. 8i T esté cerrada, 4, coincide con 4,. Supongamos que

z=0(@), y=9@, z=x# O0<:t<T)

son las ecuaciones de I' y al valor £ = 0 Ie corresponde el punto 4,
y al valor ¢t = T le corresponde el punto 4,.

En cada punto interior (no anguleso) 4 de un trozo suave cual-
quiera de I' estd definide biunivocamente el vector unidad < de la
tangente a T, dirigido en el sentido de crecimiento de t-
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Supongamos que sobre I' o sobre el conjunto © que contiene T
astd dado un campo del vector continuo (el vectoi se asigna)

a=P@y2)i+QE y i+ R(zy 9k,
donde P, @, R son las funciones continuas sobre I' (o sobre Q).
a

v 4

Ao
Fig. 68,

Es mejor representar este cuadro asi (fig. 68): de un punto cual-
quiera {r, y, z) €T (o Q) sale el vector a cuyo sentido y longitud
dependen de este punto (¢ = e (z, ¥, z)).

La magnitud

T

fdg=[wias={Prow, s, xtie O+
r T 0
+QIo (1), v (O, xO1¥ O +RI9®). $0), 20 (BYal (1)

so llama integral curvilinea del vector @ a lo largo de la curva
orientada T’

Los términos primero y segundo de la cadéna (1) son las desig-
naciones de un concepto nuevo, o sea, de la integral de @ a lo largo
de (o sobre) I'. El tercer término es su definicién: es una integral
corriente respecto a ¢ sobre [0, T).

Por simbolo ds en el primer término de la cadena (1) se entiende
un vector de direccién v y una Jongitud igual a la del arco ds de I
curva I', El simbolo (a ds) es el producto escalar de a y ds.

La tripleta (¢’ (2), ¥ (2), ¥’ (£) es un vector tangente a I'. Norma-
lizindolo, obtenemos el vector unidad tangente

=5 s B = =V O O

v ]
8‘ 'l

Por eso
(ads)=(aryds=[P (¢, ¥, 1} 9"+ Q(p. ¥, )V + R{o, ¥, %) ¢} dt.

Integrando este elemento respecto a ¢, obtenemos el segundo miem-
bro de (1). Se aplica, ademds, la siguiente designacién para la inte-
gral del vector & sobre I'

{(@ds)= E (P(z, y, 2)dz+Q (2, y, 2)dy+R(z, y, 2)dz]. ()
p
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Ella muestra que si se requiere caleular la integral de @ a lo largo T,
es necesario poner en el segundo miembro de (2) z = ¢ (t), y =
=y (t)z=yx (1), de= g (t)dt, dy =’ (t)dl, dz =y’ () di e in-
tegrar el resultado respecto a tentre O y 7.

T.a expresién

i a{ds) (3)

(jds_cs un vectorl) se llama integral de segundo género.

Recalquemos: para calcular la integral de segundo género, intro-
ducimos el vector unidad v de la tangente a I' dirigido de acuerdo
con la orientacién de T' y escribimos el elemento subintegral en
(3) en la forma

(e d8) = (at) ds.

Aqui ds (ds > 0), escalar, es In diferencial del arco de I' y la mag-
nitud {ax) es la [uncién definida sobre I'.

El cileulo de Ja integral (3) de segundo género se reduce al c4l-
culo de la integral de primer género:

S (ads)= S {ax) ds. (4)
r

r

El primer miembre de (4) es la integral de segundo género y el se-
gnundo miembro es la integral de primer género igual a aquélla.

Ahora bien, las denominaciones integral de primero o segundo
género no se relacionan con la esencia de la cuestién sino con las
designaciones.

La expresién

E (P dz+Q dy+ R dz)

se llama asimismo integral de segundo género.

- Sabemos que la integral de primer género sobre I' no depende de
la orientacign de.I'. Sin embargo, la integral de segundo género sobre
I depende de la orientacién de T'. A saber, ella cambia de signo al
cambiar la orientacién

[ (@ds)=~ | (@as).
8 r
En efecto,

( (ads) = g (at) ds=£ (at)ds= — i (at) ds= --S (ads).
y 3 r

1 L.
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Aqui v es el vector unidad de la tangents a la curva orientada I'
y t_ es ol vector unidad de la tangente a T'_.

El segundo término de esta cadena es la integral de primer género
de la funcién (ar.) (definida sobre I'). No depende de la orientacién
de T que es lo que explica la segunda igualdad de la cadena. La
tercera igualdad se deduce del hecho de que

(ar.) = —(at).

La dltima igualdad se deduce de la definicién de la integral de
segundo género del vector @ sobre la curva orientada T'.

Si la curva orientada I" es la suma de dos diferentes curvas orien-
tadas I y I, (' =TIy + T'y), entonces

j (a da) = S(ada)-}-l};{ada}.
r

ry

La fig. 69 muestra la curva orientada I' partida en dos curvas
respectivamente orientadas I y T,.

Iy

n 2 Ly

I
B
~
Y e [ ———

H

r=f+iz 0

Fig. 69, Fig. 0. Fig. .

En la fig. 70 estin representados dos contornos cerrados orien-
tados Iy y I'y. Por ' = I} -} I; se entiende el contorno orientado
compuesto, o sea, la unién de I'; y T,.

Por definicién se supone que

-+
i 1 ™
EIEMPLO 1. Calcular la integral de segundo género (fig. 71)
I = S (22 dx +zy dy)
AB
a lo largo del segmento rectilineo que va del punto (0, 0) al punto

{1, 1) y respecto al arco de la paribola y = z% que une estos mis-
mos puntos,
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En el primer case tenemos (y = 1)

Il“.\ (22dz+xydy) = S(:3+x2)dz—25x3d =—2§.

Ap
En el segundo caso (y= z?)

i i
1= (Mz+z32xdx)=5 (a2 + 28 de =+ 2= 1L,
1] [}

eIEMPLO 2. (Caleular Ja integral de segundo género
, .
I,= ‘ (Izy dx e dy]
AB
tomada a lo largo de Jas mismas curvas que en el ejemplo 1.
Tenemos (y = x)
1
x?
1225 (2202 + F-dz) =t +5=7.
L

Luego, para y=a® oblenemos

12=§ (x*da:+ i;— 2z d:t) =§ (:c*-+--—x')dr=-¢ j :c‘dx-—;w.
4] 0

Estos ejemplos muestran que, en general, la integral de segundo
género depende de la curva sobre la cual se caleula o, dicho de otro
modo, depende de la ruta de integracidn.

En el segundo ejemplo hemos recibido un mismo valor siguiendo
diferentes rutas de integracion. RResulta gue esto no es casval, A con-
tinuacién vamos a aclarar la causa de la Gltima propiedad.

§ 3.4. Campo de un pofencial
Un caso importante del campo del vector
a=Plx, y, )i+ Q@ y 2)j+ Rz y 2)k
es el que consiste en que sobre la region Q, donde esta dado el campo

existe la funcién U (z, y, 2) con derivadas parciales continuas para
las cuales se cumplen las igualdades (sobre )

U U
=P, =0 =R
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Tal funcién se llama juncién potencial o simplemente potfencial
del vector a sobre 2. Dicho también de otro mode, el vector a es
el gradiente de la funcién U y se escribe?)

oU . aw . auv
gradU::-E;-: ""&I’—J+ Iz k=a.

BIEMPLO {. La funcién

U y )= —=5, r=VErp+a

estd definida sobre todo el espacio, a excepcién del punto nulo
(0, 0, 0). Su gradiente es igual a

gradU=-f—uz‘+—%j+T’;~k=a.

En la igualdad

amd (SitLjp L)

entre paréntesis se encuenira el vector unidad dirigido en el sentido
del radio vector del punto (x, y, z). Pero entonces

1
la|=—.

Estos hechos se pueden interpretar del modo siguiente. En el
punto nulo estd la carga unidad eléctrica; en el punto (=, vy, 2)
también estd la carga unidad del mismo signo. La fuerza de interac-
cién (de repulsién) entre estas cargas es el vector, aplicado al punto
(x, ¥, 2), que esta orientado como radio vector del punto {z, ¥, z)h
su magnitud es igual a 1/r%

Como vemos, el vector a tiene el potencial 7/ = —1/r.

Pasemos a las propiedades generales del campo de vector con un
potencial.

TEOREMA t.  Para que el campo del vector a, dado en la regién Q
del espacio, tenga un potencial es necesario y suficiente que cumpla una
de las dos condiciones siguientes:

1) La integral del vector a tomada sobre cualguier contorne cerrade
(suave a trozos) T', perteneciente a Q, es igual a cero.

2) La integral tomada por cualquier ruta (suave a trozos) I' — &
gue une dog purtos cualquiera de Q no depende de la ruta de integracién.

1) Véase nuestro libro «Matemiticas superiores. Célculo diferencial e in-
tegral», § 8.8,
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Si U (z, y, 2) es la funcién potencial del vector a, entonces la
integral de a tomada a lo largo de cualguier ruta T'y s = Q que une
los puntos A = (xo, Yo, %0) Yy B = (2, ¥, 2) s igual a

§ @an=U( v, 9—U (0, 10, 2. )
Tan

DEMOSTRACION. Demostremos, ante todo, la equivalencia de las
propiedades 1) y 2).

Fig., 72. Fig. 73.

Supongamos que es justa la propiedad 1). Asignemos en Q dos
puntos 4 y B (fig. 72). Unédmoslos por medio de dos curvas diferen-
tes I y T'" orientadas de 4 a B. '

En virtud de 1)

por eso
I
¥ gueda demostrada la propiedad 2).
Inversaments, supongamos que es justa la propiedad 2). Asig-
nemos un contorno cerrado orientado I' (fig. 73).
Cortemos este contorno én los puntos 4 ¥y B de modo que se
ohtengan respectivamente dos curvas orientadas
I'=I'4T1"

En virtud de la propiedad 2)



§ 3.4. Campo de un potencial 03

de donde

A .
¥ queda demostrada 1).

Supongamos ahora gue se sabe gue el campo del vector @ tiene en
la region Q la funcién potencial U (z, y, 2).

Asignemas sobre £ ol punto 4y = (zo, ¥4, 2) ¥ 6l punto variable
A = (z, y, z). Unamos 4, con A por medio de la curva suave a
trozos continva I’ = I', ,, orientada de

Ao a A y definida por las ecuaciones *

z=¢ (1), ¥y =1 (1),
z=y (1) (tr<<T<H).

Ahora bien, a los valores ¢, ¢ del pard-

metro t les corrosponden los puntos 4,, 4.
5i se sustituyen en Uz,y,z por las

funciones ¢, ¢, %, respectivamente, enton-

ces U sera la funcién Suave a trozos ¥

continza de 1. En virtud del teorema Tig. 74,

acerca de la funcién compuesta derivada

en los puntos de suavidad de I" {donde I' tiene la tangente)

ey _ 8l dq:_l_&U dxp_[_é‘U dy.
gt 9z dr | dy av ' 8z dr '

De aqui resulta que

S (P dz+Q dy+ R dz) =
r

(6U(tpézg. x)‘p; (T)-,"ll{'{'%;,uw' (TJ_,_EZ@L‘;,;‘P-_QX'“)J dy=

& ey

L dv=U (o), v (), 1M1=V (@ (tds ¥ (L), %t =

I
ey e

S

=U(z, ¥, 2)—U (20, yo, 2)=U(A)—U(ds)=V(4), (2)

o sea, la integral curvilinea de segundo género pars el punto 4,
fijo depende solamente de la posicién del punto 4 € Q y no depende
de Ia ruta por Ia cual este punto se alcanza a partir del punto 4,.
De este modo hemos demostrado la propiedad 2) y la igualdad (1)
si se sabe que el vector a tiene en la regién Q una funcién potencial,
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Nos queda por demostrar que de la propiedad 2) se deduce que
existe la funcién potencial U (z, y, z), definida sobre Q, cuyo gra-
diente sobre Q es igual a a. En efecto, asignemos el punto fijo 4, € Q
(fig. 74). Supongamos que se cumple la propiedad 2), o sea, el campo
del vector a es tal que la integral curvilinea tomada sobre cualquier
curva suave a trozos continua que une 4, con un punto arbitrario
A € Q no depende de esta curva y depende solamente del punto 4.
Ahora bien, existe la funcién V¥ (4) definida sobre ©, tal que ~

{ (Paz4Qay+RaA=V()=V(z, v, 2).
I‘Aoﬁ.

Para demostrar que g = P en el punto A, razonaremos del

modo siguiente. Unamos el punto 4, con 4 por la eurva especial
Th,a = Q (véase la fig. 74) que termina con cierto segmento 4,4,
paralelo al eje z. Prolonguemos este segmento hasta cierto punto A,.
Ahora bien, el punto variable A del segmento A, 4, tiene las coorde-
nadas constantes y y z y una sola coordenada variable z. Represen-
temos la curva I, 4 en forma de 1a suma de las curvas

Lapa=Taga,4-Taq
y entonces

Vv, 9= | (ade)= | (ads)+ | (ads)=

Taga Tapar Laya

=K+ Py a, (3)

donde K = S (a ds) es la conslanie que no varia al moverse el
rAn_A;

punto A por el segmento 4,4, y 4, = (z;, ¥, z). Hay que tener

en cuenta gque las ecuaciones del segmento 4,4, se pueden escribir

en forma paramétrica (por el pardmetro &) x=¢, y=y, s =1z

de donde se deduce que

{ eay=1 o, v 9-0a1=0,
Taa 1

{ Raz= 5 R(t, y, 2)-0dt =0,
x1

TAgAd
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De esta manera hemos obtenido la igualdad (3) que es justa cual-
quiera que sea el punto (z, ¥, 2z) del segmento A,4,. Aqui y, z son
fijas y z puede variar. Puesto que bajo la integral respecto & £ en el
segundo miembro de (3) se encuentra la funcién continua de t, en-
tonces

x

ﬂ-:% S Pt y, 2ydt=2P(z, y, 3).

T
g

Anéilogamente, se puede demostrar que
a av
=0,y =Rz 4 D) (% ¥, DED),

introduciendo las curvas ospeciales I'y,a =& que terminan con
un segmento gue es paralelo al eje y en un caso y es paralelo al eje z
et el otro.

psEMPLO.2. Si la fuerza a es constante (en cuanto a su magnitud
y su sentido) y el camino A B es rectilineo, entonces, como es noto
de la fisica, el trabajo de la fuerza es igual al producto de la mag-
nitud de esta fuerza por la longitud del camino y por el coseno del
angulo entre la fuerza y la traslacién, o sea, el trabajo es igual al

—_—
producto escalar (a, AB).

Sin embargo, si la fuerza @ = {P, @, R} es variable y el camino
es curvilineo, entonces, evidentemente, un elemento de trabajo de
esta fuerza tomado sobre un tramo elemental del camino, correspon-
diente a la variacion del pardmetro de ¢ a ¢ + At, serd aproximada-
mente igual al producto escalar de la fuerza @ on cierto punto de
este tramo y del vector de traslaciéon que no es mis que la cuerda que
une los extremos del tramo:

PAz - QAy ++ RAz.

Sumando estos elementos del trabajo y pasando al limite (para
At —> (), obtensmos el trabajo realizado a lo largo de toda la curva [

T
{ (Po' )+ Qv ()+ By (1= § (av) ds= | (a d).

[i] r T

Asi, pues, la integral curvilinea de segundo género no es mds que el
trabajo de una fuerza variable (del vector a) realizado a lo largo de un
camino orientado.

Calculemos el trabajo que realiza la fuerza a, definida en el
ejemplo 1, a lo largo del camino que une los puntos (1, 2, 2) y (3, 0, 4)

La fuerza a tiene la funcién potencial

Ulz, y, 5= —Ar=—1 Y22+ y*+ 2
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sobre la regién Q que no es més que el espacio sin el punto nulo.
Por eso la integral curvilinea no depende del camino.

En virtud de la férmula (1) la integral del vector & tomada a lo
largo de cualguier camino (suave a irozos)I' = Q que une los puntos
(1,2,2) ¥ (3, 0, 4) es igual a

S (ads)=U@3, 0, H—U(1, 2, 2)=—

iy

.,._._._._1'_._.+ i =--?—
vare | Viyrer B

Por tanto el trabsjo buscado realizadoe por el vector
a=(%, & —:;-) es igual a 2/15.

Surge la pregunta ¢c6mo determinar si tiene o no el vector @ una
funcién potencial sobre la regién dada Q? Para esto introduzcamos
algunos conceptos nuevos.

Introduzcamos el vector simbélico V::a{ O ik, o8 } Se

LA T T
llama operador de Hamilton?).
Se denomina rotor del vector a el vector

i i k

a a ]
rota=V xa= w T OET

P Q@ R

= (- )+ () 1+ () -

Ahora bien, se pueds decir que el rotor dsl vector a es igual al
producto vectorial del vector simbélico (operador de Hamilton)
por ol vector a.

Los dos teoremas siguientes dan respuesta a la pregunta planteada -
anteriormente.

" riorema 2. Si el vector a tiene sobre Q la funcién potencial U que
posee segundas derivadas parciales continuas, entonces

rota = o.

En efecto, segin la condicién del teorema

U au au
m =P =Q, 5 =R

1y W. R. Hamiiton (1805—1865), mecdnico y matemético inglés,
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Por eso ;
R 80 _ OU U

B e~ ay il drey = O
apP éR a ay 0

az 0z dz 0z dz 0z

sobre Q que es lo que se necesitaba demostrar.

La afirmacién inversa ssimismo es justs, pero, hablando en
general, para regiones simplemente conexas. '

La regién Q se llama simplemente coneza si cualquier curva y
suave a trozos cerrada que le pertenece puede ser contraida en un
punto pertenecients a Q. Ademés, en el proceso de contraccién ¢
debe pertenecer siempre a Q.

En esta definicién es suficiente supener que las curvas y son auto-
disjuntas. Tales curvas son fronteras de las regiones simplemente
conexas respectivas o — w < Q.

Como ejemplo de las regiones simplemente conexas puede servir
todo el espacio o la esfera sin su frontera (superficie esférica).

Por otro lado, todo el espacio (jtridimensionall) del cual estd
sacada la recta es el ejemplo de una regién no simplemente consxa.

TEOREMA 3.  Si lg regidn Q2 es simplemente coneza y sobre ella
e;td de;do el vector @, con componentes continuamente derivables, para
e cUa

rot @ = o,

entonces el vector a tiene sobre @ una funcién potencial (el potencial).
En el caso tridimensional el teorema 3 se deduce de la férmula
de Stokes" que seri demostrada on el § 3.15; en el caso bidimensio-
nal (plano) éste se deduce de la férmula de Green® gue demostrare-
mos en ol § 3.7.
En el caso plano examinamos el campo del vector

e=Pz, ))i+Qx yi =z, v) eQ),

donde P (x, y) y @ (z, y) son las funciones continuas sobre la regién
Q del plano,
La funcién U (z, y) se llama potencial para el vector & sobre Q si

g‘—U=P{m, y), -%%-=Q(:C, y) (7, y)ER

Los hechos expuestos anteriormente son justos asimismo para
un plano. Sélo es necesario omitir por doquier z y suponer R = 0.

Y} G. Stokes {1819--1903), fisico y matemético inglés.
?) G. Green (1793—1841), matemdtico inglés.
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En el caso plano la definicién de la region simplemente conexa
s8 conserva. Prestemos atencidn a que un plano (espacio bidimensio-
nal) del cual estd sacado un punto no es una regién simplements
conexa,

eiempLo 3. El vector ¢ con las componentes

Pz, )= —ows 0@ V=

tiene las derivadas parciales continuas sobre la regién G que no es
més que un plano con el punto nulo sacado.
Si el vector @ se escribe en la forma

a = Pi+ Qj+ 0k
entonces se deduce que

rote= (%——g—‘:) k.
Es facil comprobar qus en el caso dado

rot @ = ¢ (sobre G).

La regién G (jde un planol) no es simplemente conexa. No satis-
face la condicién del teorema 3 y el mismo teorema, como veremos,
para ella no es justa,

En efecto, la curva y (circunferencia)

z=cos0, y==sen0, (0O 2xn),

evidentemente, estd cerrada y pertenece a G. La integral curvilinea
del vector @ tomada a lo largo de y es igual a

Jan={ (sfrdet i) =
v ¥
an

an
=S (sen? 6 4 cos?B) d = S d0=2n.
[} [

Vemos que existe la curva cerrada y < G a lo largo de la cual la
integral de @ no es igual a cero.

Esto muestra, en virtud del teorema 1, que sobre G no existe una
funcién potencial para el vector @ que aqui se examina.

Por otro lado, si del plano (x, y) se saca el semieje negativo de x
(fig. 75}, o dicho de otro modo, si se lleva a cabo el corte del plano
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por el semieje negativo de z, entonces el conjunto que queda y que
designemos por &,;, serd simplemente conexo y pussto que sobre
G, rot @ = o, entonces, en virtud del teorema 3, sobre G, ya existe

Fig. 75.

la funcién potencial del vector a. Esta funcién puede ser escrita del
modo siguiente:

—y & dy
U(A)=U iz, y)= | =Ltz
G

donde € — G, es la curva orientada que une cierto punto inicial
fijo Ay, por ejemplo (1, 0), ¥y el punto variable 4 = (z, y) € G,
(véase la fig. 75).

Notemos que la curva C no debe cortar el semieje negativo de z.

§ 3.5. Ecuacién diferencial
en diferenciales fotales

Examinemos la ecuacién diferencial
M (z, y)dz + N (z, y)dy =0, (1)

donde M y N son las funciones continuas sobre cierta regién plana
simplemente conexa .

Supongamos que el primer miembro de (1) sea una diferencial
total, o sea, que exista sobre Q una funcién U (z, y) tal que

ou,

L =M@y, =Ny (2)

En este caso la ecuacién (1) se llama ecuacidn en diferenciales
totales.
fista puede ser escrita en la forma

aU (z, y) = 0. (1

14-180
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Para resolver la ecuacion (1), es necesario hallar la funcién
I7 (z, y) e igualarla a la constante arbitraria

Uz, y) =C. (6

La ecuacion (3) ofrece la integral general de la ecuacién (1),
tanto respecto a sus soluciones que tienen la forma y = y (z) como
respecto a las que tienen la forma z = x (y) (véase el teorema 1 del
§ 1.2).

Notemos que en virtud de las igualdades (2) la funciéon 7 (z, y)
es el potencial del vector

a=M@ i+ Nz i, (& yel (4)
Del § 3.4 sahemos que para hallar la funcién U es necesario
calcular la integral curvilinea
Uz, y)= { (Pdz+Qdy)
c

sobre la curva suave a trozos € = que une el punto fijo 4, =
= (zg, Yo} € Q con el punto variable 4 = (z, y) € Q.

Supongamos que £ es un rectdngulo cuyos lados son paralelos
a los ejes z e y (fig. 76).

i

R

Y

rig. 76.

Se puede alcanzar el punto 4 a partir del punto 4, por la via
A,BA y entonces deben efectuarse los cilculos siguientes:

U@ p= | Pdzroan+ | (PaztQan=

CaoB Cpa

={Pw, wydut ! Q= v)dv, ()
L] wn
porque

{ Qay=0 S Pdz=0

CaB Cap
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Recordemos que de los teoremas 2 y 3 del § 3.4 resulta que para
la regién plana simplemente conexa Q la ecuacién (1) serd ecuacién
en diferenciales totales si y sélo si (rot a = o)

M aN
dy oz (6)

(naturalmente, a condicién de que M y N sean continuamente deri-
vables sobre Q).

EJEMFLO. Resolver la ecuacién diferencial
(2% + yP+)ydz + (B + 1) zyPdy = 0, (M

donde o, f son los nimeros reales, en la regién Q de los puntos
(z, y) con coordenadas pesitivas (z >0, y > 0}. Aqui

M(z, y) =a*4+yP+, Nz, y) =B+ 1) =2y,

aM aN
o sea,
aM anN
“E;‘—m e sobre Q,
donde @ es la regién simplemente conexa. Por eso
aN aM
rota—{a—x—w) k=o

y, por consiguiente, seglin el teorema 3 del § 3.4 existe la funcidn
U (z, y) cuya diferencial total es el primer miembro de (7). Se
puede obtener esta funcién por la férmula (5):

x

Uz, y)= \ (v + yf*+") du+ § (B+-1)zf+dv=
0 Vo
a1 20+1
= ?:_—i-—-i__ “:—1 + xyg‘i'i _xuyg'l'l +$yﬁ+’ _zy%‘l-l =

:a

+1
— B+1 a—
=g +%¥ HLC (ax—10
Ahora bien, la solucién general de la ecuacién {7} en Q es la
funcién y (z) que satisface la ecuacién

:ﬂ+l
Fi +xyp+f-=c.

donde C es la constante arbitraria. Cuando « = —1, la solucién
general se halla de la ecuacién

In x|+ zybt* = C.

14
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§ 3.6. Orientacién
de una regién plana

En el plano hay dos tipos de sistemas rectangulares de coordenadas
representados en las figs. 77 y 78.

Su diferencia consiste en que es imposible, trasladando estos
gistemas en el plano, hacerlos coincidir de modo gue coincidan sus
ejes positivos x e y.

La fig. 77 muestra la regién simplemente conexa £ con unsa
frontera orientada suave a trozos I'. Para el sistema de coordenadas

y T
r r

Fig. 77. Fig. 78.
representado el recorrido en el sentido contrario al de las agujas del
reloj se considera positivo. Al moverse por I' en el sentido antihorario
la regién Q queda a la izguierda.

En la fig. 78 estd representada la misma regién Q, pero en el
otro sistema rectangular de coordenadas. Aqui el recorride por I’

Fig. 9. Fig. 80.

en el sentido de las agujas del reloj se considera positivo y eatonces
al moverse por I en el sentido horario la regién Q queda a la derecha.

Por definicién, en el caso del sistema mostrado en la fig. 79, la
frontera (contorno) I' de una region plana maltiplemente (no simple-
mente) conexa § se considera orienfada positiva o negativamente en
dependencia del hecho de que quede @ a la izquierda o a la derecha
al moverse por I' en el sentido indicado por la flecha.
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En las figs. 79 ¥ 80 estdn represen-
tadas las regiones doblemente conexas ¥
€ en diferentes sistemas de coordenadas.
Las flechas indicadas en sus fronteras
corresponden al sentido positive deT.

La fig. 81 muestra una regién trip-
lemente conexa cuya frontera esta orien-
tada negativamente.

Se dice, adem4s, que la regidn Q estd 0]
orientada positiva o negativamenie si su
frontera I estd orientada, respectivamen- Fig. 81.
te, en el sentido positive o negativo.

Si Q estd orientada positivamente, entouces Q_ designa la misma
regién orientada negativamente.

Es ntil el acuerdo signiente. Sean Q laregion en el plano z, y, Q4+
la regién Q orientada positivamente y Q. la regién Q orientada nega-
tivamente. Entonces, por definicion,

{Jr@wdeay= ] 1@ pazay,

Qs ]
(S r@paray=—{ | 1@ nazay,
. Q

donde los segundos miembros son las integrales dobles corrientes
sobre Q de f (z, ¥).

§ 3.7. Férmula de Green

Para regiones planas suficientemente generales £ provistas de una
frontera I' positivamente orientada es vdlida la férmula

8 aP
[T (52—22)dzay={ (Paz+Qay )
1] b 34
: aQ ar
llamada férmula de Green. En ella se supone que Q, ==, P, =

son continuas en la clausura Q de la regién Q.

Examinemos primeramente la regién plana £ representada en la
fig. 82 que denominaremos H-regién elemental. Inferior y superior-
mente  estd limitada por las curvas suaves a trozos expresadas
por las ecuaciones siguientes:

y =@ (=), y=1v (),
<Y (@) (@<zh).
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v) P e

AI IB
} |
; ]
7] a b x
Fig. 82,

A ln izquierda y a la derecha Q est4 limitada por segmentos de rectas
paralelas al eje de ordenadas. Notemos que estos segmentos pueden
degenerar en puntos.

La frontera T' de la regién Q se corapone de cuatro partes:”

P=Lep+Tps+Tap+Tpe.
Para tal region Q tiene lugar la igualdad

ap [ 0P 0, ¥ ap
J-ja—y-d.rdy=556—ydydx=5dx { -5y—dg=
12 2 a Qlx}

/]
= {1z v@)—Piz, 9@ dz=
i A
- —j Pz, ¢ (z)) dz— Y Pz, ¢(2))dz=
b a
= — j P(z, y)de— X Pz, y)dz— E P(z, y)dz—
Ten Tpa Tan
—{ Pz, g)dz=— ii P (z, y)dz.
Tre

Aclaremos la dltima igualdad. La curva T'gp tiene las ecuaciones
paramétricas (con el paridmetro z)

z=uz Y=z

En este caso al valor z = b Ie corresponde el punto C y al valor
x = g, el punto D. La curva I" 5 se define por las ecuaciones

z=2z, y=0()

Al valor # = a le corresponde el punto 4 y al valor z = b, el punto
B. Por iltimo; el segmento BC tiene las ecuaciones z = b, y = y
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(con el pardmetro y). A lo largo de este segmento dz = 0, poreso de
hecho

S Pz, y)dz=0.
Tge

Anglogamente, la integral sobre el segmento DA es igual a cero:

S = P (z, y) dz=0.

pa
Asi, pues, hemos demostrado que
H%’dedyﬁ_jp(x.y)dx. @)
& r

Esta férmula concierne a toda regién Q gue pueda ser partida
en un nimero finito de H -regiones elementales. Llamaremos a tal
region simplemente H ,-regidn.

N
En efecto, sea 2= E Q;, donde-&; son H ,-regiones elementales
=1

con frontera y; que vamos a considerar orientadas positivamente
(fig. 83). Entonces

N N
H_igﬂdxdFE H'-g-’idxdynz —jpdz=—jp(z, y)dz. (3)
e i=1 oy * =1 iy v

La tercera igualdad necesita explicaciones.

Aqui es importants notar que si dos contornos y; y y; (i 5= j)
tienen un trozo comiin y', entonces éste, como parte de y; y de -sv .
esta orientado en direcci6n contraria y por eso las integrales curvi i«

Fig. 83.
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neas de P sobre ' no se diferencian en ambos casos sino por el signo:
N

su suma es igual a cero, Si lo Gltimo se tiene en cuenta la suma )

en la cadena (3) se reducird a la suma de las integrales curvilineas
sobre los trozos y;, pertenecientes a T', a la suma que es igual a la
integral sobre el contorno I'.

Por analogia, se puede introducir el concepto de H-regidn ele-
mental. En este caso © estd limitada a la izquierda y a la derecha
por las curvas suaves a trozos (fig. 84)

z=A{y), x=p(y
An<sp ) (e<p<La).

Superior e inferiormente Q estd limitada por los segmentos de las
rectas paralelas al eje .

Se puede decir también que la H_-regién elemental se define al
igual quo la H rregion elemental, con la sola diferencia de que ahora
es la coordenacfa z la que desempefia el papel de y.

Para la H -region elemental @ obtenemos

d u(p)a d
§[ 2 azay=fay | 2az= 10w, w—00wm dy=
a © Mw) £

=Jeww,nav+[eaw, nay=
e d

= [ e@nia+ | e wnay=
Cpe

Tpa

= [ oay+ j eay+ | eay+ § edy= 0@ nay, &
Tep r r r

BC DA AR

va que dy = 0 sobre los segmentos CD y AB, entonces también

{ eay= | @ay=0.

o

Ten Tag

La férmula (4) asimismo concierne a toda regién Q que pueda
partirse en un nimero finito de H.-regiones elementales. Llamaremos
a tal regibn simplemente H,-regidn.

Asf, pues, hemos demostrado la proposicién siguiente:

TEOREMA {.  §i la regidn Q es simultineamente una H,-region
y una Hregién, para ella seré vdlida la férmula de Green.
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Para la demostracién es suficiente restar de la igualdad (4) la
igualdad (3) que son vélidas para la regién £2 que posee las propie-
dades indicadas.

Como ejemplos de las regiones que son a la vez H,- y H,-regiones
pueden servir la regién

Q=[ zs<y<1}= """V?/<$<V§}
—f<<a<{ 0<<y<<i
¥ la elipse ; q

<t

Ademés, estas regiones son H,- y H-regiones elementales.

Observacién 1. Se puede demostrar una afirmacién més general.
8i Ia regién £ estd limitada por un contorno suave a trozos cerrado
arbitrario I', que sea autodisjunto, entonces para ella serd justa la
férmoula de Green (1).

COROLARIO 1. Si una regién plana Q es simplemenie conexa y sobre
ella queda asignado el vector continuamente derivable

e=Pxyi+Q i
para el cual

(80 8P\,
rot a = (?‘W) k—G'
entonces a tiene sobre Q un potencial (o sea, tiene lugar en el caso plano
el teorema 3 del § 3.4).
En efecto, asignemos un contorno suave a trozos continuo auto-
disjunto arbitrario y — Q que sea orientado positivamente (fig. 85).

Y

Fig. 85.

Este contorno sirve de frontera de cierta regién w. Con arreglo al
teorema (f6rmula) de Green (véase la observacién 1)

j (de+@dy)=jj (;i;-u%:;)dzdyzﬂodzdy=o
¥ w w
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y por cuanto y < es un contorno autodisjunto cerrado arbitrario,
entonces, en virtud del teorema 1 del § 3.4 el vector a tiene un po-
tencial sobre Q.

Observacion 2. Puesto que la integral doble de la funcién unidad

sobre 1a regi6n Q es igual al drea (medida) de la regién {2, entonces,

escogiendo P y @ de modo que g — ga 1, obtenemos dife-

rontes expresiones del 4rea de la region £ por medio de una inte-
gral curvilinea:

mQ = j (P dz+0Q dy).
En particular, cuando P =1. —y/2 y Q = z/2, obtenemos
m@=7 | (—ydetady). ®)
P
gzempio.  Calcular el 4rea limitada por la elipse

r=uacost, y=>bsent (Ot 2n)

Segiin la férmula (5) tenemos
2n
1
=3 (—ydo-tzdy) =4 | (abson? 4-abeos?t) dt =
0

(S

25
ab 5 dt = nab.
]

§ 3.8. Integral sobre una superficie
de primer género

Supongamos que la superficie suave S estd definida por laecuacién
r(u, v) =@i4-pj +yk
(2, V) EQ==S, |Fy X7y ]>0), (1)

donde Q es una regién acotada provista de frontera suave & trozos
¥ ¢, ¥,  son las funciones continuamente derivables sobre Q. Ei
simbolo © == S designa la correspondencia biunivoca entre los pun-
tos (u, v) € R y Jos de §. _
Supeagamos luego que sobre S o en el entorno de S estd dada la
funeién continua F (z, y, £). Efectuemos la divisién de 2 en partes
con fronteras suaves a trozos que no se intersequen dos a dos a no
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ser por sus fronteras. A cada parte Q, le corresponde cierta parte Sy

de la superficie §. Sea 4; = (z;, ¥;, 2;) un punto arbitrario sobre Sy
Hagamos la suma

N
11N=,§Fm,)fsn,

donde | §; | es el drea §y (véase el § 2.11). Su limite
N

lim 3 F(4)|81={Fzy, 2ds @

méx d'(l'l!]-ul] j=1 8

se llama inlegral sobre la superficie S (de primer género) de la funcién
F (o bien integral de superficie de primer género),

Por ejemplo, si sobre S est4 distribuida una masa con una densi-
dad de distribucién F, entonces la integral de F sobre .§ expresars la
masa total §.

La integral (2) se calcula por la férmula siguiente:
iF(.—c,y,z)dS=fF[q;,¢,xJ | P X 7 | du do, @)
o

donde en el segundo miembro se encuentra una integral multiple
corriente respecto a (u, v) € Q.

En particular, si la superficie suave S estd definida por la ecua-
cion z = f (2, ¥) {(z, y) €G), donde f es continua junto con sus

derivadas parciales de primer género sobre G, entonces se puede
considerar que estd dada paramétricamente por =z, y:

rT=3x, W=y 7'=f(’:| y)
Entonces

reX ry=—fui—fyi 4k,
. . o gmeee _o ot
Irexry |=VI+F+@ (p=5. 0= )
¥, por consiguiente,

[Fennis= PtV TFFTeddy. @
G

Demostremos la férmula (3). Sea 4; = (z;, ¥, 2)) ¥

=@ upn vy, yr=vPun o) 2= x Wy vy,
wnv)es, G=1,..., N.
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Entonces

N N
My= 3 Fd) { 1ruxr |dudo= 3 Fla)iryxr,1191=

i=1 2 i=1

N . -

=D F(ANryxr, |5 19| +ex—
=1
— [ Flo, v, Iruxrldudy (mixd(@)-0),
Q

donde el signo | |; significa que entre | | estd puesto el punto 4,
v | [3, que entre | | estd puesto un punto tal que se cumpla el teorema
del valor medio para la integral

[ irexrgjdudo=|ryxr, 15191
9y
(véase el § 2.3, teorema 3).
Es evidente que (K > | F (4) [} para todo valor pequefio de 1

N . . . .
lew | =1 BE@MIrocr f—1raxn 1111

N
s-‘.'.__KnZ}lQ,InKallﬂl

8i sblo d (Q,} < 8, donde 8 es un nimero dependiente de 7, porque
la funcién 1r,. % r,, ] es continua sobre 0.

§ 3.9. Orientacion
de una superficie

Examinemos un trozo de la superficie suave &, definido por la
ecuacién vectorial
r=rwv)=9u )i+ywE v)Jj+xk )k
((, v) €9Q), 1)
donde las funciones ¢, v, y son continuamente derivables en la clau-
sura Q de la regién Q provista de una frontera suave a trozos y
{ry X7, |>0, (u,v)€Q. (2)
Suponerggs, como siempre, que tiene lugar la correspondencia biu-
nfvoca Q == § entre los puntos (u, v) € & y los puntos de S.
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Lia normal unidad en un punto arbitrario de 5 se determina por
la férmula

n= TeXle - ( p)edd, (3)

lraXrsl

Al signo ¢+» le corresponde un lado de la superficie S con la
escobilla de vectores unitarios normales, continuamente depen-
dientes de (u, v), salidos en direccidén de ésta, y al signo ¢«—», el
otro lado de §.

Demos la definicién. Si de cada punto A de una superficie suave S'
se puede hacer salir la normal unided n (A) de modo que la funcién
vectar!al obtenida de A sea continua sobre toda la supreficie S, entonces §
se llama superficie orientada.

IAdumﬁs, la funcion n (A) se denomina campe continuo de nror-
males.

La superficie para la cual queda definida tal funcién n (4) se
llama orientada con ayuda de n (4). Si decimos que § es una super-
ficie orientada, entonces de este modo consideramos que § significa
no sélo una superficie (conjunto de puntos) sino también sl hecho
de que ella lleva asignada la funcién n (4A) que es continua sobre S.
Se dice, adem4s, que n (4) asigna un lado determinado de Ia super-
ficie suave orientada (hacia donde sale de & la escobilla de vectores
unitarios de n (4), dependientes continuamente de A).

La misma superficia pero orientada de modo opuesto (con la
escobilla de vectores unitarios normales dirigidos en el sentido con-
trario) es necesario ya designarla con otra letra. Dos superficies
como éstas orientadas en direcciones contrarias es cémodo desig-
narlas con las letras S+ y §_. Una de ellas se anota arbitrariamente
por S4 y la otra obtiene automditicamente la designacién §._.

Como ejemplo elemental de una superficie orientable se puede
presentar el plano x0y. Los vectores unitarios que son perpendicula-
res al plano y van dirigidos en el sentido positivo del eje z definen
un lado del plano y los vectores que van dirigidos en el sentido
negativo del eje z, el otro lado del plano (r (4) = +k).

La superficie de un elipsoide es también orientable: el vector
unitario normal salido de cualquier punto de ésta al exterior del
elipsoide se prolonga, evidentemente, (Ide un modo univocol} sobre
toda la superficie.

De esta manera la superficie queda orientada (estd definido el
lado exterior del elipsoide).

La orientacién contraria de esta superficie se define por el vector
unitario normal a ella que va hacia el interior del elipsoide (el lado
interior del elipsoide).

Hemos visto mds arriba que si S es una superficie suave definida
por las ecuaciones paramétricas (1) y posee las propiedades alli
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indicadas, ella es orientable. Al signo «-4» le corresponde en la
férmula (3) una orientacién determinada de § y al signo «—s», la
orientacién contraria.
En general, existen asimismo superficies suaves no orientables.
Si torcemos la hoja rectangular abb’a’ (fig. 86) una vez y enco-
lamos sus lados ab y @’d’ de tal modo que los puntos a, &' y b, o'

& &6 a’
P P M ot
a a'a 5
PFig. 886.

queden pegados dos a dos, obtendremos una superficie no orientable
(fig. 87) llamada cinta de Mébius).

En la fig. 86 se sefiala el segmento cc’, o sea, la linea media de
la hoja de papel rectangular. En la cinta de Mobius a esta linea le
corresponde la curva cerrada cc’ en la cual los puntos ¢ y ¢’ coinciden

Fig. 87,

formando un solo punto. Hagamos que de ¢ salga la normal unidad
n (c) de manera arbitraria, pero determinada. Una vez escogido el
sentido-de n (¢) (entre das posibles); inevitablemente se determina
la 6pcibén de n (A) para todos los puntos 4 € ce’ si queremos que el
vector de n (A) dependa continuamente de A. Sin embargo, en el
punto ¢’ el vector n (¢’) ya estd escogido: puesto que ¢ v ¢’ coinciden.
Eg-f4cil ver que si el punto de la lfnea media del rectingulo se musve
continuamente de ¢ a ¢, la normal unidad n (4), donde 4 es el
punto de la cinta de Mébius, tenderd hacia —n (¢) y no hacia » (¢)
¥, por consiguiente, la funcién vectorial n (4) resulta discontinua
en ol punto ¢ = ¢’ € § De este modo la cinta de Méhius es inorien-
table

¥ A. F. Mébius (1790—4868), matemético alemédn,
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§ 3.10. Sistema de coordenadas
_y orienfacién de una superficie

En el espacio tridimensional hay dos sistemas rectangulares de
coordenadas esencialmente diferentes, representados en las figs. 88
y 89. Su diferencia consiste en que es imposible realizar tal movi-
miento de uno de los sistemas que, como resultado de ello, coincidan
los puntos O y las semirrectas positivas respectives x, y, z de ambos
sistemas, .
El primer sisteme (fig. 88) se llama derecho y el segundo (fig. 89),
izquierdo’). Si se mira de abajo arriba a lo largo del eje pusitivo z,
entonces, para que el eje positivo z ¢oincida con el positive y en la

z
z
a 7 ) =
x y
Fig. 88 Fig. 89.

direccion mas breve, es necesario girar el eje z en el plano z, y en el
caso de la fig. 88 de izquierda a derecha (en el sentide de las agujas
del reloj) y en el caso de la fig. 83 de derecha & izquierda (en el sen-
tido contrario al de las agujas del reloj).

Es natural que con cada uno de los sistemas que se examinan se
relacione el esacacorchos», o sea, la combinacién compuesta por el
vector uniterio orientado en el sentido positivoe del eje z y por el
circulo (cabeza del sacacorchos), perpendicular al eje 2z, en cuya
frontera (circunferencia) se da el sentido de recorrer del eje z al eje ¥
en la direccién més breve,

Si en el caso de la fig. 88 considerames que z es ol eje del tornille
(sacacorchos) y éste es de ¢rosca dextrorsan, entonces, girando la cabeza
de este tornillo en direccién de la flecha, haremos que el sacacorchos
se mueva en direccién del eje positivo z (sacacorchos dextrorso).
Alcanzaremos e] mismo efecto en el caso de la fig. 89 si el eje z es
el del tornillo que tiene la rosca sinistrorsa {sacacorchos sinistrorso).

La cabeza del sacacorchos puede estar torcida, o sea, puede re-
presentar un trozo de la superficie suave, no obligatoriamente plana,
pero tal que el eje 2z sea normal a este trozo en el punto 0. También en
este caso la combinacién hecha de tal caheza, en la cual se da el

1) Véase nuestro libro eMateméticas superiores, Elementos de 4lgebra lineal
y de geometria analiticas, § 11
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sentido del recorrido, y de la normal unidad forma un sacacorchos
(dextrorso o sinistrorso).

Por iltimo, se puede imaginar un sacacorchos dextrorso o sinis-
trorso con un vector normal que vaya en el sentido arbitrario que
no obligatoriamente coincida con el eje z. En adelante es importante
que se figure la estructura siguiente. Supongamoes que en el espacio
tridimensional estd dado un sistema rectangular de coordenadas
(dextrorso o sinistrorso) y una superficie orientada §. Ahora bien,
de cada punto P € § sale la normal unidad » (P), continuamente de-
pendiente de P. Una esfera ¥ (P) de radio suficientemente pequefio

Fig. 90. Fig. 91,

que tiene por centro el punto P entalla de la superficie § cierto
trozo conexo o (P) que contiene el punto P. Determinemos sobre el
contorno (sobre el borde) y (P) de este trozo el sentido de recorrer de
modo que el vector n (P) y el trozo o (P) formen un sacacorchos orien-~
tado al ignal que el sistema dado de coordenadas, o sea, si el sistema
«de coordenadas es dextrorso (sinistrorse), el sacacorchos asimismo
«debe ser dextrorso (sinistrorsa).
~ ‘8i‘la superficie S tiene el borde I', entonces la estructura dise-
fiada conduce, de un modo natural, a determinada direccién del
recorrido sobre I' (fig. 90). Prestemos atencién, por ejemplo, al
punto A del contorno I'. En este punto el sentido del recorrido por I’
y el del recorrido por el circulo torcido cerrado y, perteneciente a S,
coinciden.
Si la superficie dada hubiera sido orientada de un modo contrario
y hubiera quedado el sistema anterior de coordenadas, los sentidos
del recorrido determinados més arriba deberian ser cambiados por
los opuestos.
La fig., 91 presenta una superficie orientada con un borde consti-
tuido por dos curvas suaves cerradas [y y Ty.
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Notemos, ademéds, el hecho siguiente. Supongamos que una
superficie suave orientada S estd partida por un arco suave k' en
dos superficies del mismo modo orientadas §, y §, (fig. 92). Entonces
los sentidos del recorrido de los contornos de S, y 8, a lo largo del
arco h serdn contrarios, 3

Esta observacion servira de guia para definir de un modo justo
el concepto de superficie suave a trozos orientada.

Una superficie suave a trozos S se llama orientada si cada uno de
sus trozos suaves estd orientado y los sentidos surgidos del recorrido de
los contornos de estos trozos estdn concordados de modo que a lo largo

X ”“ _-?
A
Ay
0 7 = N v Y
x )ér
Fig. 92, Fig. 93.

de cada arco donde dos contornos semejanies coinciden, las direcciones
de sus recorridos sean contrarias.

La fig. 93. representa un cubo cuya superficie est4 orientada por
su normal exterior.

Es ¢omodo considerar como vectores los trozos pequenos de una
superficie oricntada (elementos de la superficie).

Sea § una superficie suave orientada y, por lo tanto, de cada
punto A ¢ § sale una normal unidad n (4) a § en 4, continuamente
dependiente de 4. Sea ¢ un trozo suave de §. Supongamos que @
es un vector cuya magnitud escalar sea igual al drea | o | del trozo ¢
¥ cuyo sentido se determine por el vector » (4), donde A es un punto
¢ cualquiera. Ahora bien, ¢ = | o | n (4).

Desde luego, de estz manera el vector o no estd definido univoca-
mente. Sin embargo, si el didmewo d (¢) es pequeiio, entonces ol
sentido de # (4) no sale fuera de los limites de cierto cono pequeiio
y si o es un trozo variable que contiene constanteraente el punto
fijo 4, entonces, evidentemente, n (4) — n (4,) (d (c) — 0), donde
d (o) -es ol didmetro de o, sin importar el hecha de cémo se ha escogido
el punto 4 € o para cada o.

Es natural que el elemento diferencial de una superficie orientada §
en el punto A € 8 se considere como vector dS = n (4) dS el cual,
por lo tanto, serd igual al producto del elemento diferencial del rea

15-180
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de S en el punto 4 por el vector de la normal unitaria n (4} que de-
termina la orientacion de §.
Si S se define por la ecnacidén _
r=rv) =9 +9j + xk ([ v)€G),

entonces n (4) se define por una de las siguientes igualdades

# () e MK (1)
- . | ruXrpl
y dS=|r,xr,|dudv. De aqui
dS = = (r, X 1) du do. 2

A continuacién suponemos que en (1) y (2) se ha escogido el signo
«-4-». Siempre se puede alcanzar esto al cambiar, en ¢aso de necesidad,
de lugur los pardmetros u y v. De este modo si fenemos dada cierla
superficie suave orientada §, siempre se puede suponer que ésta se des-
cribe por tal funcién vectorial r =r (u, V) que la normal unidad
n (A) (A € §), que determina la orientacién de S, se exprese por la
igualdad

n{d)= a2 ©)
. [ FuXry |
y, respectivamente,
dS = (r, x r,)dudv. (4)

Si queremos que, al transformar los pardmetros (i, v) en para-
metros (u'. v*), no aparezca el signo ¢—» en estas expresiones, es

necesario que el jacobiano ‘de la transformacién gl(:" ?J sea
positivo. En efecto, '
N(A}= l:ux’.'u e
jraxXrt
D (y, 3) Dz z) ., Dz y)
O I 1 O R O R _
/(D (DD [ D@\
]/(D(u. 5 ) +Hpesr) +Hse
Dy, 2} . Dz, z) . Dz, y) D (e, v)
O T U S 1 T D@, o)

: D (z, : "Tow, oy |
VIR 2o )+ (2 s ) [y
e, Bl VO B

T
lry xXre.l

-‘[) Véase nuestro libro «Matematicas superiores. Ciloulo diferencial e jn-
tegrals, § 8.18.
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Ahora bien, la férmula (3) (jcon el signo «+-»1) para la normal
unidad r {4) (y junto con ella también la férmula (4) es invariante
s6lo respecto a las transformaciones de los pardmetros con un jacobiano

sitivo.
P Por eso al transformar los pardmetros conviene recomendar las
transformaciones con jacobianos positivos.

No obstants, hay casos cuando tenemos que examinar las trans-
formaciones con jacobiano negative. Entonces hay que controlar
especialmente la aplicacién correcta de los signos.

En lo que se refiere a una superficie arbitraria orientada enwel
espacio z, ¥, z no hay ninguna razén para decir que estd orientada
positiva o negativamente. Otra cosa es si la superficie es plana,
perteneciente a uno de los planos de coordenadas.

La regién orientada G. perteneciente al plano zOy, se llama
positiva (negativa) y se designa por el simbolo G4 {G.) si la normal
unidad » (4), correspondiente a la regidn G, es igual a k, donde k
es el versor del eje z.

Esta definicién concusrda con la dada en el § 3.6, Hace falta
sélo suponer alli que miramos el plano z0y a partir de z positives.

Si en esta definicién sustituimos z, ¥ por y, z 0 por z, , respec-
tivamente, asi como k por el versor i del eje z o por el versor j del
eje y, respectivamente, obtenemos la definicién de G, para las
regiones pertenecientes a los planos y0z, 20z.

Para las regiones G_ pertenecientes a x0y, yOz o 20z es necesario
sustituir k, ¢, j por —k, —i, —J, respectivamente.

§ 3.11. Integral sobre
una regién plana orienfada

;En el § 3.6 hemos introducido el concepto de integral de f sobre una
regién orienteda. A saber,

S fdrdy= S;d;dy:“ § fdz dy.

Gy G G-

Lo ftil de estas definiciones se puede ver del hecho siguiente.
Representemos dos planos donde se dan los sistemas rectangulares
-de coordenadas z, y y ', y' ignalmente orientados. Supongamos qus
G designa una regién orientada del plano z, y con frontera suave g
trozos (orientada) I' y supongamos que la transformacién continua.
mente derivable

g = ¢ {I, y)s y' = ¢{z‘ y) ((xv y) E?;) ﬂ}
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aplica la regién biunivoca G sobre la regién G’ del plano z', y' y T
sobre la frontera I'' de la regién G'. Supongamos que el jacobiano

_ D=’ y")
D—W%O (50})1‘3 G).

Con esta transformacién el recorrido de I' induce sobre IV un
recorride bien determinade y &' puede considerarse como region
orientada.

Si D >0, al pasar de I" a IV la orientacion de I no cambia.

Sin embargo, si D <0, los recorridos de T' y I'” son contrarios.

De lo dicho_se deduce que para toda funcién f (2, y) continua

en la clausura G de una regién orientada medible &

§§ fazay={{r Rt aray,

V)
G G*

donde G’ designa la regién orientada’ correspondiente a G. En esta
formula de sustitucién de las variables el jacobiano no se escribe
bajo el signo del valor absoluto.

Ed
. L "" ’
' L
a G”
0} x ol K
Fig. 94. Fig. 95.

Aclaremos lo dicho respecto a la relacién de la orientacién de T'
con ol signo D. Asignemos en el sistema rectangular de coordenadas

3, y dgs vectores no colineales &’ = (g, a5} y @¢” = (a], a;). Si el
eterminante
5w
Ay 4y
& = r -
a, a,

es positivo?), esto significa que el sistema de @ y " estd orientado
al igual que los ejes z e y (fig. 94). No obstante, si A <<0, el sistema
de @' y @" estd orientado opuestamente (fig. 95).

La transformacién (1) aplica* la red angular del plano z, ¥ en
curvilinea (figs. 96—98) con la particularidad de que pueden temer
lugar dos casos caracteristicos diferentes de las aplicaciones repre-
sentadas en las fisg. 97 y 98.
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¥
e B
A N
) ol Je| |\
( e
\_ A 8
[~ r
0 T

x.l'
Fig. 97. Tig. 98.

El cuadrado ABCD se convierte en el paralelogramo curvilineo
—
A'B'C'D’, el vector AB se convierte, con una precisién hasta infini-

. S
tésimos de orden superior en la tangents al arco 4’5’ en el punto
r ) —
A' definido por el vector (%, %J v el vector AD, en la tangente

al arco A'D’ en el punto 4’definido por el vector (%. %%—). Si el
determinante D' = % > 0, la situacién de estos vectores
serd tal como la muestra la fig. 97 y esto conduce a que las direcciones
de los recorridos en ABCD y A’B'C'D’ coincidan y, por consiguiente,
coincidan los sentidos de los recorridos de I' y I"'.

Sin embargo, si D’ <0 (DD’ = 1), la situacion de los vectores

el S
tangentes a A'B’ y A'D’' uno respecto al otro cambia por la contra-
ria lo cual conlleva (fig. 98) a que los recorridos de I' y I sean con-
trarios.

1) Véase nuestro libro «Matemiticas superiores. Elementos de dlgebra lineal
y de geometrfa analiticas, § 12,
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Anilogamente se determinan las integrales para las regiones
G4 y G- definidas sobre otros planos de coordenadas yz y zz.

§ 3.12. Flujo de un vector
a fravés de una superficie
orientada

En el espacio tridimensional £ = E, con el sistema rectangular
de coordenadas z, y, z estd dada la region H y sobre ella se define
el campo del vector continuo

a (z, y, 2) = Pi + Qj + Rk.

En la regién H se da la superficie suave orientada S*
r=ru, v) =i +pj + xk
((w ) ERQ, ru X1y |>0), )

donde Q es la regién provista de frontera suave a trozos en el plano
de los pardmetros (u, v) y @, y, 3 son las funciones continuamente

derivables sobre {2. Suponemos que la normal unidad a S* se define
por la igualdad vectorial (conforme a lo dicho, véase el § 3.10, (1)

y @)

n(d)=—TtXTo_ (2
| ryXry |

Entonces los cosenos de los dngulos de la normal n = n (4) con los
ejes z, y, z se expresan por las igualdades

o B _ ., D =)
cos(n.x}—xm, cos(n,y)_xm, 3
Dz, : =

cos (n; z)=xW:'—£}l, x=1/|r, X ry|.

Designemos, ademés, por S una misma superficie igual, pero
no orientada: la orientacién estd excluida de ella.

Se llama flujo del vector-a a través de la superficie orientada S*
la magnitud designada del modo siguiente:

5 {@ dS*)
S.
y definida por la igualdad
{(adsm= S (an) dS (4)
8= 5
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cuyo segundo miembro es la integral de superficie de primer género
del producto escalar

(an) = P cos (r, 2) + Q cos (n, y) + R cos (r, z)

del vector a y de la normal unidad que define la orientacién de S*

Por cuanto (@n) es una funcién continua del punto 4 € §, enton-
ces en el segundo miembro de (4) existe la integral de primer género
sobre S lo cual ha side demostrado en el § 3.8. La expresién dada
en el primer miembro de {4) se llama integral de superficie de segundo
género'). _

Supongamos, por ejemplo, que en el campo H tiene lugar:la co-
rriente estacionaria de un liquido de tal modo que su velocidad-a
en un punte cualquiera 4 € H dependa de A y no dependa del tiem-
po. El flujo de la velocidad del liquide a través de la superficie
orientada S* es su cantidad que pasa, en unidad de tiempao, por §
en el sentido en que estd orientada S.

Es véalida la igualdad

5 (an) dS = S (P cos (n, z)4Qcos(n, y) 4 Rcos(n, 2))dS =
5 8

= Dy, 3) , n Pl = D (z, ¥) .
- Sﬂj (P D.I:u, ) 4 Q D (u, v) +R DG, v) ) du dv, (;))

donde en el segundo miembro estd una integral miltiple (doble) ha-
bitual sobre la regidn; en esta integral en P, Q, R es necesario susti-
tuir z, y, 2z por las correspondientes funciones ¢, ¥, % de u, v. Esta
igualdad se deduce de (3) y de la férmula (3) del § 3.8.

A veces es comodo calcular la integral (5) en las coordenadas car-
tesianas. Mostremos a qué cilculos lleva esto, suponiendo que un
trozo suave S de la superficie so proyecta biunivocamente sobro las
partes medibles de los tres planos de coordenadas. Muchas superficies
planas se pneden partir en un nimero finito de tales trozos.

Supongamos, pues, que el trozo suave § se describe por cualquiera
de las tres funciones

LW D) (@ 2 €T,
z (2 2) (7 2) € S__q)u
= fs (.r, y) ({.’L’, y) E Sz)

que son continuas en las proyecciones de S sobre los planos z = 0,
y = 0, z = 0, respectivamente, y tienen las derivadas parciales con-
tinuas, hablando en general, sélo dentro de estas proyecciones Sy,
8y, 8, (conjuntos medibles).

I

=
f

x
¥
z

1y La otra designacién de la integral de segundo génern véase a conlinua-
cién: ol segundo miembro de (8) y (7).
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Designemos, ademds, por S%, S}, S? las proyecciones orienta-
das respectivas de la superficie orientada S* sobre los planos z = 0,
¥ =10,z = 0. El recorrido del contorno de' S* determina al proyec-

Fig. 99.

tar el recorride correspondiente de S, S,, S, (fig. 99). La normal n
a § forma con el eje z un dngulo cuyo coseno es igual a

e p— - 2l
cos (n, z) = == v i (,0— = i= ):

donde es necesario tomar ¢-+» 6 «—» segOin la orientacién de S*.
Tenemos (véase el § 3.8, (4) v el § 3.10)

S Rcos(n, z)dS =
s

=\R » ¥ x, —é 1 2 tdrdy =
ij (@ U S ) e VT P g dady

- :t; R(z, y, fa(x, y)) dady =

=[Re@ y 12w, g dzay ”i R(z, y, 9)dzdy, (8)
:H

donde la pemiltima integral estd tomada sobre S} orientada (véase
el § 3.8). En lo que se refiere a la Gltima integral de esta cadena,
ésta se debe considerar como designacién de la peniiltima.Es la asi
llamada integral de segundo género. Para calcularla es necesario
sustituir z por f, (z, y) e integrar sobre la proyeccién orientable SF.

Del § 3.8 sabemos que j = 4 E, donde debe tomarse «+-» § ¢—»
§2 8

en dependencia del hechozde cémo ;eré orientada §7: positiva o nega-

tivamente (véase también el § 3.6). Los razonamientos andlogos
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pueden ser llevados a cabo también respecto a las demés dos integra-
les (fig. 99):

§ Pcos(n, z)ds = § Pty dydi={ Py, dyds,
8 B_: B*

5 Qcos(n, y)dS= j Q(z. f2(2, %), z)dzdz = j Q(z, y, z)dz d=.
8 s} ge

Hemos demostrado que el flujo del vector @ a través de la super-
ficie orientada S*, definida por la normal n, se puede calcular por
la férmula

§(am)ds={ (P (@, v, 2)dy d2+Q (3, y, 2) dzdz + R (z, y, 2) dz )
8 8=
)

Si la superficie S* puede ser cortada en un nimero finito de
partes, S* = 351, cada una de las cuales se proyecta sobre los
tres planos de coordenadas, entonces, para calcular el flujo de a a
través de 5%, se puede calcular los flujos de @ a través de cada uno
de los trozos de Sy, haciéndose uso del procedimiento indicado,
y sumarlos.

Una superficie esférica que tiene por centro el punto nulo del
sistema de coordenadas se corta, naturalmente, por los planos de
coordenadas en ocho trozos que poseen la propiedad indicada.

Como ya hemos notado mds arriba, la expresién del segundo
miembro de (7) se llama integral de segundo género sobre una super-
ficie.

Observacién 1. Si la superficie orientable § = @& en el espacio
{ri» z2, z3) es un trozo del plano de coordenadas (su ecuacién es
zy = 0 para cierto j = 1, 2, 3), entonces el flujo del vector a a
través de G, es simplemente una integral deble de la proyeccion
respectiva del veclor @ sobre el eje respectivo. En particular, si G4
es una parte del plano z; = 0 con la normal n (4) = %, entonces
(cos (n, 2) = 1)

{ (an)as= i R (2, 7, 0)dzy dzy = | R(z, 7,. 0) da, doy =
8 Gy
= | Rz, 2, 0) dz, dz,.
o

Inversamente, si se da, por ejemplo, una integral dohle que
tiene la forma

§ 1(z, pdzay,
G
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se puede interpretarla como flujo del vector a a través de G4 cuya
proyeccién sobre el eje z es igual a R (z, y, 2) = f (z, y).
Observacién 2. La integral de segundo género del vector a sobre
la superficie orientada S* varia al cambiarse la orientacién de la
superficie (a saber, cambia el signo).
En efecto, supongamos que §* designa la misma superficie que
S§*, pero orientada contrariamente. Entonces

§ (@asy= i (an) dS

Hw

5 (a dS?) — j (@, —n)dS = — 5 (an) aS = — { (@ asw).
s2 8 -] ge

§ 3.13. Divergencia. Teorema
de Gauss—Ostrogradski ¥

Sean £ el espacio tridimensional donde se da el sistema rectangular
de coordenadas z, y, 2 y 6 — E la regi6n provista de frontera suave
a trozos S sobre la cual estd definido el campo del vector

a (x! .!h z) i Pi + Qi+ Rk ((xi yr Z} E G)' (1)
s 8P 8Q 3R .
upongamos que P, Q, R, T By T Son continuas so-

bre G, de donde se deduce que para el vector & ticne el significado
la funcién continua

diva=%+%—f—~+%f—, (=, v, 2)€6), 2

llamada divergencia del vector a.
Es fécil ver gque
¥ [ [ a
diva=Va (v=(-a?, T??' E)) »
o sea, la divergencia es igual al producto escalar del vector simbélico ¥
(operador de Hamilton) (véase el § 3.4) y del vecior a.

Vamos a considerar que la superficie $ esté orientada con ayuda
de la normal unidad n dirigida al exterior de G.

1) K, F. Gauss (1777 —1855), célebre matemitico aleman. M. V. Ostrograd-
ski (1801--1861), célebre matemditico ruso,
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Nuestro objetivo consistird en demostrar la igualdad
j divadG = | (an)ds 3)
G 8

para ciertas condiciones adicionales que se imponen sobre G. Esta
é)gu_a]dad se llama férmula de Gauss— .
strogradski, en honor de los mate- ;:
miticos que la demostraron. @ 2hizy)
La féormula de Gauss—Ostrogradski
reza que la integral de volumen (triple)
de la divergencia del vector sobre la regién Z=h{z,y)
G es igual al flujo del vector a través de la ~—
frontera de esta regién, orientada en el
sentido de su normal exterior.
Examinemos primero la regién A
representada en Ia fig. 100 a la cual
llamaremos H,-region  elemental. La
region A estd limitada inferior y su-
periormente por las superficies o, y 0,,
con bordes suaves a trozos, que se definen, respectivamente, por las
scuaciones

Fig. 100.

z =k (2 ¥ z2=M7 (2, ¥,
M y)<hy (= Ebd),
donde A, es la regi6n planacon frontera suave a trozos y y A,, A, son
continuas sobre A, y tienen las derivadas parciales continuas sobre
el conjunto abierto A,. A la izquierda y la derecha la regién A esta
limitada por la superficie cilindrica o* con la directriz ¢ y la gene-
ratriz paralela al eje z.

Sea S§* la frontera de A orientada con ayuda de la normal exte-
rior a A (las explicaciones se dan a continuacién). De este modo
los trozos inferior y superior o} y of, al igual que la superficie late-
ral o* de la regién A, estdn orientados correspondientemente. Para
la regién A tienen lugar las igualdades (las explicaciones ss dan
a continuacién)

ﬂ B Aslx, 1) s N
S Fn d:\—H.d:rdy S sz—
Az Az, 1)

= R@ v, bz, =R, 4, Mz, v}z dy=
A

= § Ria y bz, Wydady + §  R(z, 9y Mo p) dzdy=
5 -

92,2 Si,z

={ | R@ v, azdy. @)
)3
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La normal n a of y o8 forma con el eje z los dngulos obtuso y agudo,
respectivamente, por eso las proyecciones of , y o3, de los trozos
o} y o} sobre el plano z = 0 estén orientadas: la primera en direc-
cién negativa y la segunda en direccidon positiva. Esto argumenta
el paso del tercer término de la cadena (4) al cuarto. A la suma que
forma el cuarto término se le puede agregar formalmente la integral

H R(z, y, 1)dzdy=0

a%

igual a cero, porque cos (n, z) = 0 a lo largo de o*. Pero entonces
la suma de tres integrales obtenida es igual a la integral que ocupa
el dltimo término de la cadena (4) (al flujo del vector (0, 0, R) a

través de S*).
Hemos demostrado el teorema de Gauss—Ostrogradski para la

H -regién elemental y el vector (0, 0, R). _
Llamemos ahora a la regién G H ,-regién si su clausura G pueds ser
partida en un nimero finito de H ,-regiones elementales

— N —
G= 2 Gk
de modo que los trozos inferiores y superiores de la frontera de Gy
sean partes de la frontera orientada S* de la regién G y demostremos
que para G y el vector (0, 0, R) es vilido también el teorema de
Gauss—Ostrogradski.
En efecto, designemos por S, y 8,,» los trozos inferiores y su-
periores de las fronterss de ), respectivamente, y por Sy, los trozos
laterales de G,. Entonces (las explicaciones se dan a continuacién)

N N

Lic= 3 S%d@: (| R@ yndzay+

G kulGl he=1 sf{i

3 5 R(z, y, z)dxdy+ SH(x.y,Zdedy) = _\ R{z, y, 2) dzdy,
8%, a o 8 '

porque las integrales sobre S§, evidentemente, son 'iguales a cero
y los trozos 8%, y 5%, bien sea forman en conjunto la superficie S¥,
bien sea, si no es asi, el conjunto

I N
U=S‘—?S?.a—;s'§,a

es una parte de S*, la normal en todo punto de la cual es perpendi-
cular al eje z. Pero entonces la integral sobre ¢ es igual a cero.

Por enalogia, se pueden introducir los conceptos de H,-regi6n
y de H,region. Por ejemplo, A -regién posee la propiedad consis-
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tente en que se puede partir su clausura en un nimero finito de
clausuras de H_-regiones elementales. En este caso la H.-regién
elemental se define al igual que la H,-region elemental sélo que
ahora es x que desempefia el papel de z. Por analogia, se demuestra
que para Hregién de G tiene lugar la igualdad

5%““{ SPtz, v, 2)dy dz,
Foid

G

o sea, la féormula de Gauss—Ostrogradski para el vector (P, 0, 0)
y para la H-region de & tiene lugar la férmula

j%’}d6= Sj@(x: ¥, z)dz dz,
G - g

Si G es simultdneamente H .-, - y [ -regién, para ella, eviden-
temente, serd justo el teorema de Gauss—Ostrogradski para un,
vector arbitrario @ = (P, Q, R) continuamente derivable sobre G,
o sea, para ella es justa la igualdad

15 (424 5.+ 3)dntri—
=55(P (z, ¥, z2)dydz+Q (x, y, z)dzda+ R (x, y, z)dzdy), (5)
s

donde la integral en el segundo miembro es la integral sobre la
superficie S* orientada por la normal exterior a G.

8i en la formula de Gauss—Ostrogradski se pone P = z, Q =y,
R = z, so obtiene la expresion para el volumen de la regién G

1G] o= § { (@dydztydadz iz dzdy)

8%

a través de la integral tomada sohre su frontera §* orientada (por
la normal exterior).

Las regiones de las cuales generalmente se trata son simultdnea-
mente H,.-, H, y H regiones.

EJEMPLO 1. La esfera a® -+ y* 4+ 2°<{ 1 es una H,regién, in-
cluso nna H,-region elemental, porgue tode su interior estd limi-
tado por dos superficies suaves sobre el circulo 2 + y* <1 que
estdn una por encima de la otra

z=V1—x3—~y2, z= —Vi—xi—yﬂ

y son continuas sobre el circulo cerrado 2* 4 y*<C 1 que tiene una
frontera suave. Is evidente que la esfera es asimismo una H,- y
H -regidn,
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EJEMPLO 2-  Toro. Asignemos en el plano (z, y) una circunfe-
rencia de radio a que tenga por centro el punto (b, 0) (0 <<a <<b).
Su ecuacién tendra la forma (x -~ b)® - y? = a® La revolucion de
la circunferencia dada como cuerpo sélido en el espacio (z, y, 2)
alrededor del eje y engendrard la superficie T Hlamada foro (1a fig. 101

Ya
s
00s Dt M
- e /’l - -
L ’ b\'\
a-b b-o i
Z
Fig. 101.

muestra una mitad del toro). La ecuacibén del toro en las coordenadas
cartesianas reviste el aspecto

(V:c’+zz—b)'+ yE=a?

Para convencerse de que I' es una H -regidn es suficiente dividir
la superficie 7' en dos partes por medio del plano z, z. Luego, los
planos z = b — @, z = a — b parten I' en cuatro H-regiones ele-
mentales y los planos z = b — a y 2 = a — b, en cuatro H .-regiones
elementales.

La férmula de Gauss—Ostrogradski transforma la integral de
volumen en la de superficie.

Para aclarar el sentido fisico del concepto de divergencia admi-
tiremos que en G tiene lugar una corriente estacionaria del liquido
cuya velocided en un punto arbitrario (z, y, 2) es igual a a =
=.a-(z, ¥, z). Asignemos un punto arbitrario, pero fijo A =
="(z, y, %) €G y redeémoslo por la esfera V, <G de radio & > 0.
Sea 8% su frontera (superficie esférica) orientada por medio de la
normal exterior. Entonces en virtud de la férmula de Gauss—
QOstrogradski,

§ ] @as)= §§§ aivadzayas.
's!- vz
El primer miembro de esta igualdad expresa la cantidad del liquido

que sale de ¥, (fuera de §,) por unidad de tiempo. Aplicando a su
segunde miembro el teorema del medio, obtenemos

SS(adS)—|Ve]diva._, (6)
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donde | ¥, | es el volumen V, y a,, la velocidad del liquido en
cierto punto de ¥,. Dividiendo ambos miembros de la igualdad
obtenida por | V, | y pasando al limite para € -~ 0, en virtud de la
continuidad de div @, hallaremos gque existe el limite igual a la
divergencia de a:

Uy o

{§ @as) (7
s,

[

en el punto (zr, y, z). Ahora bien, div e no es méis que la productivi-
dad de los manantiales distribuidos continuamente sobre G en el
punto A = (z, y, z). Si enel punto 4 (o por doquier sobre G) div a —
= 0, esto quiere decir que en 4 {o por doquier sobre G) la productivi-
dad de los manantiales es igual a cero. Si diva <0, esto significa
que de hecho tiene lugar el desagiie.

De las consideraciones {isicas es evidente que div @ os invarianle
respecto a cualesquiera transformaciones de las coordenadas rectan-
gulares. Sin embargo, esta conclusién se puede sacar también sobre
la base de consideraciones matematicas.

Como sabemos (véase nuestro lihro «Materndticas superiores.
Elementos de dlgebra lineal y de geometria analitica», § 18), el
producto escalar de los vectores es invariante al transformar Jas
coordenadas, por eso la divergencia (igual al producto escalar del
vector simbélico V ¥ el vector &) es invariante respecto a las trans-
formaciones de las coordenadas rectangulares. Desde luego, consi-
deramos (por definicién) que las coordenadas del vector simbélico

a ¢ ,
Vi= (a—z, 5%. %) se transforman por las mismas férmulas que
las coordenadas de los vectores corrientes. M&s exactamente, si las
férmulas de transformacién de las coordenadas (z;, z;, ¥,)del punto
(vector) en el primer sistema de coordenadas a las coordenadas (y;,
Us, Ys) en el segundo sistema tiene la forma

3
yi= Zonz, (=12 3) (8)
donde a = (xy;) €3 la matriz ortogonal correspondiente, entonces
3
8 ]
=2ty (=1, 2, 3) ©

=1
El operador de Hamilton se aplica a la funcién derivable f.
Como resultado obtenemos el vector

Ve, o S pmidl, AL S0y

dzy ! fzy 7 dxy dz) * dxg? O
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llamado, como sabemos, gradiente de la funcién f. En este cdlculo la
funcién f se considera escalar. Ahora bien, Vf = grad f es el pro-
ducto del vector V por el escalar j: el resultado es el vector.

En el sistema de coordenadas (y;, ys, ¥s)

af af ot
V/=grad f= (3!\"1’ e ’;3;-) ¥ i+——]1+ kh

donde #y, J;, k; son los versores del sistema (y,, y,, ys). En este
caso en virtud de (9)

af a
e (ﬁn?’? + ¢;z‘,§;+ a:a*gx—a-)}'ﬂ

3
=3 q“a"—i (=1, 2, 3). (10)

=1

Las férmulas (10) concuerdan con las reglas de derivacién de la
funcién compuesta f (z;, *;, z3) en la cual

3
x,=£§a,,y, (8-——-1. 2, 3). (11)

Las formulas (11) son inversas a las de (8) (x-! = «*, o sea, las coor-
denadas z, se expresan por las coordenadas y, con ayuda de la s-ésima
columna de la matriz o).

Aqui hemos obtenido las férmulas (10) valiéndonos sélo del
caleulo simbélico.

Pues, si un mismo campo del vector est4 definido en dos sistemas
de coordenadas (z,, x,, za) e {¥y, ¥s ¥ por las funciones respec-
tivas a = a, (2, -Tm ’n) i + a, (%, Ty Z) § + as (zy, 24, 25) k=
= by (y1, ¥s» ¥a) &1 1+ Oa W1y Yss Y9 Jy + b5 (01, Yoy ¥ k,, donde
las coordenadas (b, &;, by) estén relacionadas con las (a,, a,, a,)
por -las formulas (8) y (11), entonces en un mismo punto

3 3 3 3
dwa:Z - (2 o 32) b= 3 52 (D b)) =3 oy
=]

fesf =1 a [=1 gui

Ahora bien, hemos demostrado una vez m4s la invariacién de la
divergencia duranta las transformaciones de las coordenadas rectan-
gulares, utilizando sélo el cdlculo simbélico.

La féormula de Gauss—Ostrogradski puede ser escrita en el caso
plano cuando G es la regi6én en el plano (z, y) y

al, =P, y) i+ Q(z, ¥} j
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es un campo definido sobre ella. Si n (4) es la normal exterior a]
contorne suave a trozos T' de la regidon G (A € T'), entonces tendrd
lugar la igualdad

U o) drdy = TS(am)ats,

donde ds es la diferencial del arco T,

Si se supone que el sentido de la tangente en el punto I' coincide
con el sentido positivo de recorrido sobre ' a lo largo del cual se

¥ T
r y
n
x
[ x
Fig. 102.

calcula también la longitud del arco del contorno T, entonces (fig.
102).

cos (n, z)y=cos (T, y) = ;;‘-f.
cos (2, y) = cos [ — (T, 2)] = —cos (T, 2) = — ;f.
Por eso

(an)ds= P dy—Q dx,

S (5o 455 ) dedy = § (Pay—Qaz).
G T

Si en esta formula sustituimos P y Q por @ y —P, respectiva-

m%nte, llegamos a la férmula de Green que ha sido obtenida en el
§ 3.7.

§ 3.14. Campo solenoidal

El campo (regién) Q del vector & = Pi + Qf + Rk se llama sole-
noidal (fubular) si la divergoncia de a sobre Q es igual a cero:

diva =10, (z, y, z) €Q.

16-180
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En virtud del teorema de Gauss—Ostrogradski para un campo
solenpidal tiene lugar la igualdad

H(au)ds.—- Hgdivadxdydz=o

para toda superficie S suave a trozos cerrada orientada (fuera de )
la cual es la frontera de la regién @ — w =2, o sea, se encuentra

estrictamente dentro de Q.
En particular, si

=38 + 8,
como en la fig. 103, entonces

SS {an)dS+Sj(a-n}dS=0

S 8y

|| @mas={{(@amas,
By

o hien

donde §3 es una superficie igual a §;, pero orientada contrariamente
(dentro de ).

Fig. 103. Fig. 104,
Examinemos en  la region  de la forma especial (fig. 104},
o sea, el tubo con la frontera § que se compone de tres trozos suaves:
§ =38 + 8, 4 833

de este modo, segin la condicién, en todo punto de S, el vector a
es tangente a S; Entonces

LS (an)dS =0

H (an) dS+ j j (an)dS =0

- B,
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o bien
j S (am) dS = { | (an) dS.
5y 87

£
De aqui vemos que el flujo del vector @ através de S es igual
a este mismo flujo a través de S, o sea, si, por ejemplo, a (z, ¥, 2)
es la velocidad de un liquido que fluye en £, entonces la cantidad
de liquido que entra en el tubo por unidad de tiempo serd iguala la
cantidad que sale del mismo.

§ 3.5, Férmula de Stokes

Admitamos que en cierta regién del espacio E; estd dado el campo
del vector continuamente derivable

=Pz ¥ 0i+Qy 2+ Rz y 2k
En el § 3.4 hemos definido al concepto de rotor del vector a:

R apP af y . &P a0
rota:ans( dy ) +( 6‘:)!'*‘(‘55__?)}‘
Del &lgebra vectorial se sabe {véase nuestro libro «Mateméticas

superiores. Elementos de dlgebra lineal y de geometria analitican,
§ 18) que el producto vectorial de dos vectores es invariante respecto
a las transformaciones de los sistemas rectangulares con una misma
orientacién, o see, tales que el sistema dextrorso se convierte en
dextrorso y el sinistrorso en sinistrorso. Por eso rota =A X @
es invariante respecto a las transformaciones de los sistemas rec-
tangulares de coordenadas que no cambian su orientacién. Por con-
siguiente, pedemos, sin calcular, decir que si nuestro vector a tisne
en el nuevo (asimismo orientado) sistema rectangular de coorde-
nadas los componentes

a=P (&, ¥y, )i+ &y )i +RE Yy, ),
entonces tendrd lugar la igualdad

(2o () (42— )i
(e ) () ()

donde i’, j’, k' son los versores unitarios en el sistema {(z’, ¥', z').
Si el contorno orientado I' estd cerrado, entonces a la integral

curvilinea de @ tomada a lo largo de este contorno la llamaremos

circulacidn del vector @ por T' y la designaremos por el simbolo

j (a dl) = j (P dz+Qdy—+ R d).
r r
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Aqui dl es el vector dirigido en el sentido positivo de la tangente
a I, vector cuya longitud es igual a la diferencial del arco I.
Nuestro objetivo consiste en argumentar la férmula de Siokes

3 S (rot @ d8%) = S 5 (rrota) dS=lS (e dl) )
a¥ s

que expresa el hecho de que el flujo del vector rota a travésde la super-
ficie orientada S* es igual a la circulacidn de a por el contorno T' de
esta superficie, orientado correspondientemente a la orientacién de S*.
Notemos gue por §* hemos designado la superficie S orientada de
cierto modo. Comencemos con la demostracién del teorema de Ste-
kes (o sea, de la férmula (1)) para un trozo suave que se proyecta
biunivocamente sobre los tres planos de coordenadas.

Asignemeos el trozo suave orientado §* de una superficie pro-
vista de un borde suave a trozos I' que se puede escribir por tres
procedimientos:

- Hea, .fl (z) y} {:c, y) E Szu

z=1fs(y, 2) (¥ 2) €Sx
¥ = fs (‘5, z) (zl ) ES,

De este modo se supone que cada una de estas ecuaciones se resuelve
respecto a cadaunadelas variables y las funciones f,, f,, f5 son conti-
nuamente derivables en las proyecciones respectivas c‘ie § sobre los
planos de coordenadas. Tenemos

S 5 (rrota)dS = S 5 {(%—%‘;—)cos(n, :c)-|-
s 8

() o 0+ (2 costn ).

Escojamos en ¢l segundo miembro de (2) los términos que contie-
nen P. Entonces (las explicaciones se dan a continuacién)

= SSS {.—?3% cos (n, z).—%- cos (n, y)} dS =

=--SS (-gyi -%?%)cos(n, z} dS =
s
z—-SSugTP{x, ¥, fulz, y)) dxdy =
EH

=P v fi(z W) dx=§ Pz, y, 5ydz. (3)

Tz
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Puesto que grad (f, (x, y) — z) es ortogonal a la superficie z =
= f, (z, y), los cosenos directores de la normal en el punto
(=, 9. f (=, y)) son proporcionales a las coordenadas del gradiente: .

%:»-%’—:(w—i)zcos (r, z):co0s (n, y) :cos(n, 2),
de donde
cos(n, y)= —%’:—cos (n, 2)

lo que origina la primera igualdad en la cadena (3). La segunda
igualdad se deduce del § 3.12, férmula (6), y de la rogla dé.derivacién
de una funcién compuesta. La tercera igualdad resulta de la férmula
de Green y, por fin, la iltima se deriva del hecho de que las ecuacio-
nes del contorno I' tienen la forma

z=0(sh y=v{), 2=306)=/ (9 (s ¥ ),

o sea, en ambas Gltimas integrales curvilineas de (3)
dr = @'~ (s) ds

y sobre el contorno T,
Pz, y, hh (=, y)y=>r {‘P ) v ) h (e (8}, Y () =
=P @6 pE) x6)
lo que que es igual a P {z, y, z) sobre T.
Por analogia se demuestra que

.\.5 (%%cos(n, z)— 2 _cos (n, ::))dSm S Q(z, ¥, 3) dy, (4)
s r

bz
_H- (%cos (n, x)—%cos(a, y}) ds = § Rz, y, z)dz. (5)
)

De (3), (4) ¥ (5) se deduce la férmula de Stokes (1).

Hemos demostrado la férmula de Stokes para un trezo de la
superficie orientable el cual se proyecta simultfineamente sobre los
tres planos de coordenadas. Existe, ademds, un caso sencillo impor-
tante que directamente no esté incluido en nuestro examen. Se trata
del caso cuando o* es un trozo perteneciente a cierto plano paralelo
a uno de los ejes de coordenadas. Para tal trozo el teorema de Stokes
es asimismo juste. De esto puede cerciorarse, efectuando cdlculos
directos semejantes a los de (3). Sin embargo, se puede razonar asi.
Las integrales que forman parte de la férmula de Stokes son inva-
riantes respecto a las transformaciones de las coordenadas rectangu-
lares que no cambian las orientaciones de estas (ltimas. Siempre se
puede seleccionar este tipo de transformaciones de modo que o*
se proyecte sobre cualquiera de los planos de coordenadas del nuevo
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sistemna (por ejemplo, hagamos- coincidir nuestro plano con ol que
pasa por los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). En este caso el
teorema tamhién quedard demostrado.

La formula de Stokes es justa para toda superficie orientada S¥*,
con un borde suave a trozos I', que se puede partir con ayuda de las
lineas suaves a trozos en un nitmero finito de trozos suaves que se
proyectan sobre los tres planos de coordenadas.

En efecto, sea §* = of 4 ... -+ of una particién de este
tipo y sean I, ..., Ty los contornos respectivamente orientados
de o}, . .., oy. Entonces, de acuerdo con lo demostrado anterior-
mente,

N N
SS (rota do) = E SS (rot ado) = 2 j {a dl} = S (@ dl)
§ =1 "0; j=1TY r
porque lag partes de las integrales j G=1, ..., &N) que se toman

r

& lo largo de los trozos interiores c{a I'; (no pertenecientes a I') se
pasan dos veces en el sentido opuesto y proporcionan un efecto igual
a cero.

La superficie orientada que se puede partir en un nimero finito
de tridngulos (planos) se llama superficie poliedral y es un ejemplo
de superficie elemental a la cual es aplicable la formula de Stokes.

Hagamos una observacién mds. Sea of una superficie circular
orientada de radio & que tiene por centro el punte A = (z, y, 2}
y el vector unidad » que la orienta y sea y. el contorno orientado
de esta superficie. Con arreglo a la férmula de Stokes

j (a dl)= 5 (nrota) do,= 5 rot, @ do. =] G, | - r0tn @y,
a,

Ye s T

donde rot,e es la funcién escalar igual a la proyeccién de rot & sobre
ol sentido de n y rot,a, es el valor de esta funcién en cierto punto
medio g,. De aqui resulia que el valor de la funcién rot,a en el
punto 4 es igusl a

rot, a=1im :
g—=1 I SI

faan, - ®
Ve

donde, pasando al limite para &-» 0, se supone que el vector n
es invariable. Cualquiera que sea el sistema dextrorso (sinistrorso)
de coordenadas, el segundo miembro de (6) es un mismo nimero.
Sin embargo, al sustituir el sistema dextrorso por el sinistrorse
manteniendo invariable n, el sentido del recorrido de o, cambia por
el opuesto lo que produce el cambio del signo en el segundo miembro
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de (6). Ahora bien, hemos vuelto a convencernos, por otra via, de

que rot @ es invariante respecto a las transformaciones de las coorde-

nadas rectangulares que conservan la orientacién de estas ultimas.
Observaciéon. Vamos a citar varias férmulas con la participacién

del operador de Hamilton ¥V que son ttiles en el andlisis vectorial.
Tenemos

~ diva=(V,a), rota=VXa, gradf= vf,
donde f es la funcién escalar y a, el vector.
1) rot [grad fl== V X Vf = o,
ya que los vectores simbé6licos V y Vf no se distinguen sino por el

factor escalar. Este hecho lo hemos demostrado en el § 3.4, teo-
rema 2.

2} divrota=(V, VX a) =10,
puesto que el vector V es ortogonal al vector V X a.

3) div (fa) = (V, ja) = (V{, a} + (¥, a).

En efecto,
(V, fa)=— (P} + 5= (1Q) + - (R) =
= fiP + @+ fiR+ [ (Pt Q)+ R) = (Vf, @) +1(V, a).

4) Es facil comprobar que grad fg = fgradg +ggradf o
bien en la formasimbélica Vfg = fVg + gV/f. Asi, pues, sl opera-
dor V actGa sobre el producto de dos funciones como operador de
derivacién habitual.

%}frot (fa) =frota -+ grad f X ao bienV X fa = [ (V X a)+
X a.
8) diva{a X b) = (b, rot @) — (a, ot b)
o bien
(V,axb) =0V Xa)—(a, V xb).

7) divgradf= 3% + 5"%{ +2L =4y,

donde A se llama operador de Laplace. Es evidente que
(V. Vi) = Af.



Capitulo 4

Series de Fourier, Integral de Fourier

§ 4.1. Series frigonométricas

La funcién f (z) se llama periddica (de periodo a) si esté definida sobre
todo el eje real y para ella se cumple la igualdad

fla+a) =17

para todos los valores de z.
Por ejemplo, las funciones trigonométricas

1, cos z, sen z, cos 2z, sen 2z, cos 3z, . .. 1)

tienen el periodo de 2m.

En realidad las funciones cos kz y sen kx para cada numero natu-
ral & tienen el periodo 2r/k. De este modo 2n/k < 27t cuando k > 1.
En este caso la constante y = 1 tiene un periodo tan pequefio como
se quiera. No ohstante, todas las funciones de la sucesién (1) tienen
el periodo igual a

La funcién periédica

s=1(t)

representa un movimiento periédico (oscilacién del punto que
tiene en el instante de tiempo ¢ la coordenada s (sobre el eje s).
La funcién (de periodo 21)

s=Acos(-£;1-£+m), (2)

donde 4 >0, I >0 y » son constantes y & es un mimero natural,
define Ya oscilacién armdnica del punto que posee laamplitudd,la
fase @ y la frecuencia k.

La funcién (2) tiene el periodo 2I/k, o sea, una oscilacién completa
se efectita por un intervalo de tiempo igual a 2I/k. En este caso la
cantidad de oscilaciones por unidad de tiempo vale k/21. El niimero
k/21 es el que deberia denominarse frecuencia de oscilacién, pero de
ordinario se llama frecuencia (de oscilacién) al nimero 4.

Notemos que la funcién

ay, cos-f?- t4-b, san:?'-t (Va+m>0),
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donde % eg un nimero natural, determina la oscilacién armébnica,
porque

kn ket e ay ke
@y COS—— ¢ +- &, sen -t =V ai+b; (V——m cos —— -

_e:."_scn—’-‘—n-t)=.4,‘cos (-’f?—t-i-m,) ”
n

donde
Av=Vad 18
¥y @, se define univocamente por las relaciones
0w, <<2n, a,/V @} + bi = cos wy,
by /V @k bk = sen o,

Como ejemplo de oscilacion arménica puede servir la de um
péndulo de muelle (fig. 105). Supongamos que el muelle suspendido
del punto B tiene en su extremo inferior una carga de masa m y en
el instante ¢ = 0 la coordenada del centro de gra-
vedad de esta carga es igual a z=10. A la 8
carga se le aplica en el instante £ =0 un
impulso z’ = p en el sentido del eje z. Como resul-
tado la carga oscilard. Designemos por z = z () su
desviacién del punto de equilibrio. Por cuanto la
fuerza que actita sobre la carga en la primera
aproximacién es igual, segtin la ley de Newton, a
mz" = —kz, entonces

» 2y . ¥ — G
2"+ viz =0 (v _T)' o

La soluci6n general de esta ecuacién diferencial ®
tiene la forma Fig. 105.

z = C; cos vt 4 Cg sen vi,
donde €, y C, son las constantes arbitrarias. Puesto que
z(0) =0, 2z (0) =y,
podemos decir que

gt e i o L
2= -sen vl __Acos(vt-— 2), A= =

y enionces hemos obtenido que el centro de gravedad de la carga
oscila armodnicamente.

Los movimientes ({oscilaciones) peri6édicos se estudian en las
miés diferentes esferas del conocimiento: en la teoria de elasticidad,
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la aclistica, la radiotecnia, la electrotecnia y por doquier las oscila-
ciones arménicas son movimientos peridédicos elementales.

La suma final de oscilaciones arménicas con el perfodo dado 21
es una oscilacién complaja

Sn(t}.:—--i-Z (ahcus-——-—t-q-bhaen—{‘-—t) (3)
Rt
El término nulo de esta suma lo hemos escrito en la forma a,/2.
Lusgo veremos que esto es méas cémodo.
Por altimo, una oscilacién (movimisnto) periédica mas compleja
puede obtenerse como la suma de la serie convergente (para todos
los valores de i)

& k
fy=2+ Zi(a,,coaw?v t 4 by sen-ﬁit) (4)
h=
llamada serie trigonométrica.

Los nimeros a, y b, se denominan coeficientes de la serie trigono-
métrica (4} y sus sumandos

a,‘cus—t+b,,senk7“t

Hevan el nombre de férminos de la serie (4) o de armdnicos de ésta
(correspondientes a la frecuencia k).

¥
...r_r... T
%

T——

Fig. 106.

EJEMELO {. Las figs. 106 2 109 muestran los gréficos de las pri-
meras cuatro sumas parciales de la serie

o
sen {(2k—1)x  gsenx gen 3x sen Bz sen 7z
I e e B T e O

h=1
y el gréfico de la funcién
/4, 0<x<Im,
(z) { 0, z=0, z=m,
—nfh, —n<<zx<<0.
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La fig. 106 (junto con el grafico de y (x)) presenta la funcién 8§y (z) =
= sen z. En la fig. 107 con linea de trazos estdn dibujados los grafi-

cos de S, (z) ¥ E—G%EZ— y con linea continua, los de la funcién
sen 3:

5, (z)=8(2) +

En la fig. 108 con linea de trazos estdn representados los gréficos

)
)
)

Ao R T T
S — \.__\,__/

Fig. 108,

en 5 . X =
210 9% y con linca continua, los de la funci6n

sen 5::

de S; (z) ¥

Sy (2) = Sy (2) +

etc. Ya de la fig. 109 se ve que es necesario suponer

11m Sa(@)=19(z) (—n<<z<n). (5

Es asi en la realidad. Lo que a esto ataiie véase a continuacién el
§ 4.4. Las funciones S, {(z) tienen para todo n el periodo 2m:

Sp (z + 2n) = Sy ().
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Prolonguemos la funcién P (z) sobre todo el eje real, periddica-
mente con el periodo 2. En este caso ella tendra un grafico anélogo
al de la fig. 110. Por cuanto la igualdad (5) se cumple para todos los

¥
4. SO
- = N
4 {f \
"‘JI o ety TN — — - o
~ T ~ =R o — o N T T
\y
¥ = - /]
i - -
Fig. 109,
4
- - o
1 i : L |
-2 -t 0 T 2 Jom x
e ] e —
Fig. 110,

valores de x € (—mn, n] y las funciones S, (z) y ¥ (z) son de periodo
2x, entonces

lim S, (@) =9 (x) (—o0<Cx < o0).
Ti-+ 0o
esemprLo 2. La fig. 111 muestra tres funciones periddicas cuyo
periodo.es 2n

S, (z)=senz~— se;h {(con linea continua),

Sy(#}=senz —-% -+ .EE.% (con linea de trazos).

S, (t) =sen z— w;z" -+ ”’;33’ — S“‘;“ (cou linea de puntos),
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Para los valores de n mayores, el grafico de la suma §,(z) =

= > (_1)"—"ﬂfﬁf—puede verse osquemdticamenie dibujado (no

R==1
muy exacto) en la fig. 112 lo que sugiere que la funcién limite

S(z)=1im 8, (z)

x
Fig. 111
# y

7w - a 1z
Fig. 142

es una funcién periddica (de periodo 2n) que se define por las igual-
dades

z, —n<zx<_m,
S(x)={0 T=m"m.

De hecho es asi (véase el § 4.4).
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§ 4.2. Convergencia
de series trigonométricas

Supongamos que estd dada la serie trigonométrica

< k x
:}-4— Z (a,,cos-—:ia:-}-bhsen-—ilz)_ (1)
h=1

Para aclarar si converge o no esta serie es natural examinar la serie
numérica

Lol S tai+ion e
p—"

gue mayorea, como se dice, la serie (1). Sus términos superan, respec-
tivamente, los valores absolutos de los términos de la serie (1):

ayeos -zl lay |, |basen 5 z|< )0y 1.

De agqui se deduce que si 1a serie (2) converge, converge asimismo la
serie (1) para todos los valores de z y ademaés absoluta & uniforme-
mente (véase nuestro libro «Mateméticas superiores. Calculo dife-
rencial e integraly, § 9.8, teorema 1). Sin embargo, la serie (1) puede
converger sin que converja la serie (2). Es que sus términos para cada
valor de z, al variar k, cambian de signo (oscilan) un nimero infinito
de veces y ella puede resultar convergente debido a la compensacidn
de sus términos positivos por los negativos. En la teoria genéral de las
series existen criterios de convergencia de las series semejantes.
Tales criterios son el de Dirichlet y el de Abel 1) (véase el § 9.9,
teoremas 3 y 4 del mismo libro), cémodos para la investigacién de
las series trigonométricas.

De un modo u otro, si se establece que la serie (1) converge,
sntonces del hecho de que sus términos sean funciones continunas de
periodo 2! se deduce que tembién su suma

flay="+ 2 (a,.cos-—’i:—t—z+bksen-%’-t—z) (3)
hemt

es una funcién continua de periodo 2l (véanse el § 9.8, teorema 2
yel §9.9, teorema 2 del mismo libro) y la serie (3) puede ser integra-
de término a término.

1) N. H. Abel (1802—1829), matematico noruego. P. G. L. Dirichlet (1805—
1859), matemético alemén. :
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La serio (3) se puede derivar formalmente respecto a z:

?}’—ki’i(—aksen%x-{-blcos—k;-t—x) (&)

y formar su serie mayorante
oo

SR (an 4] B ). (5)

he=i

Nuevamente, si la serie (5) converge, la serie (4) tambien converge
y con ello uniformemente. Al mismo tiempo, en virtud del teorema
noto de la teoria de las series uniformemente convergentes la suma
de la serie (4) es derivada de la suma de la serie (3), o sea,

' < kn ke . kit
f f3]= Z _f-- ( -—ahsen—e--x+b,,cos—‘-—z).
k=1
En general, si la serie

o
L
S (E Y Gal+ <o
R=1
para cierto s natural converge, es legitimo derivar la serie (3) término
2 termino § veces.
Asimismo es necesario recordar que no se excluye legitimidad de
derivar la serie (3) una vez més (es decir, s - 1 veces).
EIEMPLO 1. Determinar el nimero de veces gue puede ser deriva-
da término a término la serie

2 gtcoskz (0<g<<1).
B=1

Derivemos formalmente la serie dada s veces:
5 E kigh [coska:].
P sen kx
oo
La serie mayorante 2 i'q* (0 <<q << 1) converge para todo
A=t
nimero natural s hecho que puede ser determinado con ayuda del

criterio de D’'Alembert. Por eso la serie inicial se puede derivar
término a término fantas veces como se gquiera.
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PROBLEMA 1. (Cudntas veces se pueden derivar, a ciencia cierta,
término & término las series

o o0
sen kx cos kz
a) T ] b) 2 =R
h=1 h=1

c) kElq*(akwskz-i-busenkz) O<qg<<t,|anl, [bxi<<M).

¢Cuéntas derivadas continuas tienen a ciencia cierta las sumas de
estas series? (véase también el sjemplo 1 del § 9.9 del libro anterior-
mente mencionado).

§ 4.3. Serie de Fourier

Supongamos que estd dada la funcién f (t), cuyo periodo es 2/, Es
noto que ésta se puede ser desarrollada en serie trigonométrica:

j(t):-—'z—"-+2 (ahcoskT"t+bhsenk—:tt). (1)
a=1

es decir, ella ya es la suma de cierta serie trigonométrica (de la for-
ma (1)) para todos los niimeros ¢ (o, quizds, para todos los niimeros !
a excepcién de algunos valores de t). La pregunta es: jc6mo determi-
nar a partir de la funcién f () los coeficientes a, y b;? Esta cuestién
fue resuelta, en principio, por los mateméticos y fisicos de comienzos
del siglo pasado. Hizo gran aportacién a su resolucién J. Fouri-
er '), Mostré que los coeficientes a, y by de la serie trigonométrica
que representa la funcién periédica f (¢), de periodo 21, pueden ser
caleculados por las férmulas

l ;
a,.s-:—j cos~Ltf(t)ydt (k=0 1,2, ... }
f

1 (2
=t § s Bymar (=1,2,..) }
]
Los niimeros a; y b, que se calculan por estas férmulas se llaman
coeficientes de Fourier de la funcién f () y la serie trigonométrica (1)

la cual en vez de a; y by contiens los coeficientes respectivos de
Fourier lleva el nombre de serie de Fourier de la funcién f (t).

1 I. B. Fourier {1788 —1830), matematico francés.
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Cabe sefialar que en algunos casos (para clases més estrechas
de funciones) las férmulas (2) eran conocidas atin por Euler. Por eso
las denominan también férmulas de Euler — Fourier. * :

En ol § 4.6 serd hecha la deduccidn de las férmulas (2) en suposi-
cién de que ya es sabido que la funcién periédica f {t)-de periodo 2Ise
desarrella en serie ‘trigonométrica que converge uniformemente
hacia ella. -

Conviene decir que desde hace mucho los fisicos creian que todo
movimiento periédico compuesto de un punto (oscilacién compleja) —
la oscilacién mecénica de un punto de un& cuerda sonora o la osci-
lacién electromagnética, o bien la oscilacién relacionada con la pro-
pagacién del sonido— se descompone en oscilaciones arménicas, es
decir, el movimiento periédico compuesto hay que imaginarlo como
la suma (finita o infinita) de las oscilaciones arménicas simples
del mismo periodo. La separacién de una oscilacién arménica, corres-
pondients a la frecuencia dada k, que forma parte de un movimiento
periédico compuesto tiene gran importancia prictica. Los fisicos
obtienen tal separacién de la oscilacién arménica a partir de un
movimiento real con -ayuda de aparatos especiales llamados resonado-
res. El matemitico, si tiene dado el movimiento en cuestién con ayu-
dade la funcién periddica s = f (t), obtiene esta separacién por medio
de célculos. Calcula simplemente los coeficientes de Fourier a, y by
de esta funcién y entonces el k-6simo arménico respectivo tendra le
forma

a ﬂﬂﬂi;tﬂt-,-bgsﬂﬂ t—“ t,
Notemos que si el perfodo de la funcién f (t) es a y ésta es inte-

grable sobre el segmento {0, a] o, como se dice, es integrable sobre el
perfodo, para ella serd vélida la ignaldad

Sf(x)dz-nj*i(x) dz, 3
A

cualquiera que sea el nlimero real A (véase nuestro libro «Matemaéticas
superiores. Cdlculo diferencial e integrals, § 6.4. ejemplo 8).

La propiedad (3) muestra, en particular, que los coeficientes
de Fourier de una funcién periédica f (¢) de periodo 2! se pueden
escribir en la forma

&+21

o= j i(tyeos £t tat (k=0,1,2,...),
*
A2

by = = 5 f(tysen SLrdt (k=1,2,...).
ES

¥7-130
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donde A es un nimero real arbitrario, porque las funciones cos k—:'— t

¥ sen -k—:-'-' t son de periodo 2l y el producto de las funciones de periodo
21 son, a su vez, funciones de periodo 2I.

Notemos, ademés, que si la funcién f es par sobre el segmento
[—a, al, entonces (véase el § 6.4, ejemplo 6, del libro arriba mencio-

nado)

f iz dx=2§!(m)d::.
Za )

Si la funcién § es impar sobre el segmento [—a, &), entonces (véase ol
ejemplo 7 del § 6.4 del libro arriba mencionado)

; f{z)dz=0,

La funcidén cos i'-? t es par y la funcion sen an t es impar. Ademds

el producto de dos funciones pares y dos impares es una funcién
par y el producto de una funcién par por una impar es una funcién
impar. Por eso para la funci6én par f (t) de periodo 21

i
a=2 S flzyeos Szdr (k=0,1,2,...),
]

by=0 (k=1,2,...)
y para la funcién impar:
ﬁh:O (k=0, i,2| aoo)

1
bk=%gf(x)seu—k;-5::dx k=12, ..)
0

gIempLo 1, Desarrollar en serie de Fourier la funcién (de periodo
2n) f(z) =2 (—aLa ).

"La funcién dada es par. Entonces su serie de Fourier se compone
solamente de cosenos (by = 0). Calculemos los coeficientes a;:

o _1 ¢ o Y
i i:czdx—
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y

n n
2
a = % S .:%usk::dz:Tz?-’f’;ﬁl‘: —;—';'-‘- 5 zsenkrdr=
d b

cos kz |8

T 0-—-;%;- Scosk:dz:
0

_ 4
= Tmk

=(—D'g  (k>0)

Ahora hien,

F=Z 4 T (G (—n<aga),

-
Y
o
I I
| ! {
: i :
| | :
|\ i |
! | |
i ! 1
-2q -7 o n 2n x
Fig. 113,

El grafico de la suma de esta serie se puede ver en la fig. 113.

§ 4.4. Criterios de convergencia
de las series de Fourier

Para simplificar las notaciones vamos a considerar las funciones de
periodo 2n. Para las funciones de perfodo 2!, donde I es un niimero
natural positivo, los razonamientos son analogos.

Como sabemos, se llama serie de Fourier de la funcién I (z)
de periodo 25 a la serie trigonométrica

12"-4- 2 {an cos kx 4 by, sen k) (1)

k=1

7
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cuyos coeficientes se calculan por las férmulas

Gh='%'“ S f(z)coskzdz (k=0,1,2,...),

T

o= | f@senkeds (k=1,2,...). @

-n

De aqui vemos que para que la serie de Fourier de la funcién f de
periodo 2n tenga significade, en todo caso deben tener significade
las integrales (2).

En nuestros razonamientos las integrales (2) siempre tendrin sig-
nificado, porque hablaremos de funciones acotadas continuas o con-
tinuas a trozos sobre un perfodo.

Hagamos la siguiente pregunta: {qué condiciones debe satisfacer
la funcién f (z) para que su serie de Fourier converja hacia ella?

¥
7

-2 M 0 P 21 x
Fig. 114.

Los mateméticos se ocuparon mucho de este problema. Nos limitare-
mos a formular algunos criterios suficientes de convergencia de las
series de Fourier, importantes desde el punto de vista prdctico, sin
demostrarlos.

St una funcién f (z) de perfodo 2i es continua sobre todo el eje real
y tiene la derivada continua a trozos sobre el periodo, entonces su serie
de Fourier converge uniformemente hacia ella:

f(2) =3+ 2 (ancoskz + by sen k).
h=i

esEmpLo t. La funcién  (z) de periodo 2x, que es par y se define
sobre ¢l segmento [0, n) por la igualdad

Pplr)=2z 0Lz x),

satisface, evidentemente, el criterio enunciado (véase el gréfico de
esta funcion en la fig. 114). Sus coeficientes de Fourier by =0
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y los coeficientes

wH

ay = -?‘— zcoskz dz =

n
senkz (v 2 Ssmkxdxﬂ?ii-_coskz]gﬂ
0

P)
=77 T wE

a
2 a i __1__1__
=—§E-,-{cuskf:-1), -29-=Tl- §:dz-—- 5

Ahora bien,

—4
=1, ap=0, ap.=-gm—pr (k=1,2....)

Pero entonces, conforme al criterio indicado,

21:—1
¥ (z) —’;—— 4 2 w:z&‘_n,)’ {— oo << z < oo

con la particularidad de que la convergencia de la serie es uniforme.

El hecho de que esta serie converje uniformemente se deduce
asimismo de la teoria general de las series (segiin el criterio de Weier-
strass 1). Pero no es trivial que converja precisamente a la fun-
cibén P (z).

Notemos, ademés, que la funcién periédica dada ¥ (x) coincide
con la funcién y = z solamente sobre el segmento [0, n} y fuera del
segmento {0, n] estas funciones son diferentes.

Enunciemos otro criterio de convergencia de la serie de Fourier
llamade criterio de Dirichlet.

Sa dice que una funcidn f (z) de perfodo 2 satisface la condiclon de
Dirichlet si sobre el segmento |0, 2::f se puede senialar un nimero finito
de puntos 0 = oy <<z, << 2y << . . . < zy = 27 tales gue sobre los
intervalos (z;, zy4+,) la funcién esté acotada y sea monétona (no decrece
o no crece) y en cada punto x; de discontinuidad de f

1(2)) =5 ( (3)+0)+1 (z,—~0)),

o sea, el valor de f en z; sea la media aritmética de los limites derecho
e izquierdo de f en z;.

3 K. Th. W. Weierstrass (1815—1897), célebre matemético alemén.
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St la funcién f (z) de periodo 2n satisface la condicién de Dirichlet,
su serie de Fourier convergird hacia ella para todo valor de x:

f(x):%“—-l— 2 (ap coskz 4 by sen kx) (— oo < x < o0).
h=1

EIEMPLO 2. La funcién g () de periodo 27, que se define por la
igualdad

n—z, 0<z<2m,
P@=1 o, z=o,
como se ve de su grafico (fig. 115), satisface la condicién de Dirichlet.
Es que los puntos 0 = 2, << z; = 2x poseen la siguiente propiedad:
Yy

NN
NN

Fig. 115.

la funcidén ¢ (z) decrece y estd 'acotada sobre el invervalo (ze, =) ¥

040 G—0 —
() PN SO-T_ R

Al

P (2:1}): 'P(z“+ﬂ)-|2-'l’ (2n—0) s "-"l“z""“) =0,

La funcién ¢ (z) es impar, por eso su serie de Fourier se compone
solamente de genos; por consiguiente, los coeficientes de Fourier para
ella

ay =0 (k=0,1,2, ...%

cna kr
'S

n
1]

n
by = % S (n—z)senkz dxr = —%(nmz)

T cos kx 2 2 senkr jm 2
! ™ dz'xT*—n—k—k—iO:—E- (k=’1.2....).
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Asf, pues,

¢x)=2 3 2BE (o< < o0)
he=i

Fig. 118,

PROBLEMA {. Desarrollar en serie de Fourier la funcién de perio-
do 2n definida sobre [—a, n] por la igualdad (fig. 116)

— M=l X<,
=4 .

r@={g

RESPUESTA. f(z)=2 Z (— 1)t ser;h: :
h=1

§ A.5. Propiedades ortogonales
de las funciones frigonométricas

Examinemos la sucesién de funciones trigonométricas
1, cos z, sen =z, cos 2x, sen 2z, ..., (1)

Para ellas son vélidas las férmulas importantes (fdciles de com-
probar):
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n

j‘ coskxcoslxdx:( 0, k=tl,

o n, k=|[,

¢ "

5 "‘B""Z:wnz:dz:{ 0, k=1,
T, kzl.

-1
n

S coskx-senlrdzx=0 (k,1=1,2,3,...),
m @)

n

jcoskxdx:-zo k=1, 2, ...),
n

j sen kz dz = 0 Bl B iy
-7

n

j 1dz=2n.

- J

De (2), en particular, resulta que la integral, sobre el segmen-
to [, n], del producto de cualesquiera dos funciones de la suce-
sidn (1) es igual a cero.

Esta propiedad se enuncia asi: las funciones de la sucesién (1) son
ortogonales sobre el segmento [—mn, n].

Ademis, de las formulas (2) resulta:

{ |

5 cos? kx dz = =,

. k=1,2,...

5 sen® kz dx ==n, I! (3)
-n

n

{ 12dz=2n.

-n

PROBLEMA 1. Obtener unas formulas que sean anélogas a las (2)
y (3) para las funciones trigonométricas
1, cos-‘"—::, sen—’:.a:, ccS—E-;f-z. sen——lz‘"—x.
Indicacién, Estas férmulas se pueden obtener directamente por
medio del cdleculo. Pero pueden obtenerse también, sustituyendo en

las integrales de las (2) y (3) la variable z = “-{-‘
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§ 4.6, Coeficientes de Fourier

Supongamos que la funcién f (z) de perfodo 2n queda desarrollada en
serie trigonométrica

oo
f(x) =—"2"—+ D} (axcos kz+ by sen kx) 1)
R=1
y resulta que esta serie converge uniformemente hacia ella.

Cada término de la serie (1) es una funciéh continua ¥ puesto que
la serie (1), sogiin la condicién, converge uniformements, su suma
f (z) es la funcién continua (sobre un eje real) (véase nuesiro libro
«Matemédticas superiores. Céleulo diferencial e integrals, § 9.8,
“teorema 2).

Multipliquemos el primero y segundo miembros de (1) por cos mz,
donde m es el numero natural. Por cuanto la funcién cos mz es
continua y estd acotada, la serie obtenida volvera a estar compuesta
de funciones continuas y volverd a converger uniformemente, esta
vez ya hacia la funcién continua f (z) cos mz. Pero es legitimo inte-
grar las series uniformemente convergentes de las funciones continuas
término a término sobre el segmento finito. Vamos a integrar la serie
obtenida término a término sobre el periodo, o sea, sobre el seg-
mento [—n, =nl:

n

n
5 f(x)cosmx dz= I —%‘—cosmxdz-{-

-5 -3
-+ Z (ak 5 coskzcosn;xda:+bh5 sen kx cos mzx dz)m
A=1 -n -%
=gt (m==1, 2,...).
La segunda igualdad se deduce de las formulas (2) del § 4.5
(propiedad de ortogonalidad de las funciones trigonoméiricas).
Andlogamente obtenemos
T
jf(xjsenmxd:c=bmn h=1,2,...)
-n
y
T n o0 i3
j f(a:)ida:=-? S idz + Z', (ah 5 cos kz dx -
-0 - k=1 -7
mn

+ by j senkxdz) =-;-“—2:1=aon.

en virtud de las uitimas tres férmulas (2} del § 4.5.
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Como ya hemos sefialado en el § 4.5, (2}, los nlimeros a,, ¥ by, que
se calculan por las férmulas (2) se llaman coeficientes de Fourier de la
funcién f y la misma serie trigonométrica (1), donde a5 y bx son
1os coeficientes de Fourier de la ?uncién f, se denomina serie de Fourier
de la funcién f.

Pues, hemos demostrado que si la funcién f puede ser representada
en forma de suma de la serie trigonométrica (1) que converge uniforme-
mente (|para todos los valores de z!), los mimeros ay y by serdn necesaria-
mente los coeficientes de Fourier de la funcién f.

Observacién 1. De este modo, toda serie irigonométrica que converge
uniformemente es la serie de Fourier de su propia suma.

Observacitn 2. Hemos examinado aqui la funcién f (z) de perfodo
2n para no complicar 1a notacién. En cuanto al perfodo 21, los razona-
mientos son andlogos.

§ 4.7. Estimacién
de los coeficientes de Fourier
TEOREMA 1, Supongamos que la funcién f (z) de perfodo 2n tiene la

derivada continua ) (z) de orden s que satisface sobre todo el eje real
la inecuacién

179 (@) 1< M,; (1)
entonces los coeficientes de Fourier de la funcibn | satisfacen la desigual-
dad

lan <2, by <2l (k=1,2,...). @

DEMOSTRACION. Integrando por partes y teniendo en cuenta que
f (—a) = f (n), tenemos .

ay = -é—- S f(t)cosktdt=
_ ;—[f (t) senkkt ]’:3_3 £ (1) L’;“Z‘_d;] = _"'J":T S ' (¢) sen kt di.
) @
Por eso

n
1 2M
IE&IQ?ITS Mt‘idx=-‘“x‘!‘“.
-5
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Al integrar sucesivamente por partes el segundo miembro de (3),
teniendo en cuenta que las derivadas ', ..., f¢*-! son continuas
y toman valores iguales en los puntos ¢ = —n y t = n, asi como
la estimacién (1), obtenemos la primera estimacién en (2).

La segunda estimacién en (2) se obtiene de un modo semejante.

§ 4.8. Espacio de las funciones
con el producto escalar

La funcién f (z) se llama continua a trozos sobre el segmenio [a, b)
si es continua sobre este segmento, a excepcidn, quizés, de un nime-
ro finito de puntos donde ella tiene discontinuidades de primer
género (véase también el § 7.4 de nuestro libro «MatemAticas superio-
res. Calculo diferencial e integral»). Tales funciones se pueden sumar
y multiplicar por niimeros reales y volver a obtener como resultado
funciones continuas a trozos sobre [a, bl.

Llamaremos producio escalar de dos funciones { y ¢ continuas a tro-
zos sobre [a, bl (@ << b) a la integral

b

(@)= | @ 0 (@) d=. (1)

a

Es evidente que para cualesquiera funciones f, ¢, y continuas
a trozos sobre [a, b) se cumplen las propiedades:

1) (¢, ¢) = (@, /).

2) {f, H =0 y de la igualdad (f, f) = 0 se deduce que f (z} =0
sobre la, b}, salvo, quizds, un namero finito de puntos z.

3) (@f + By, ¥) =a (f, 9) + B (9, ¥},
donde a y P son los nimeros reales arbitrarios.

Sea Ly = L3 (a, b) el conjunto de todas las funciones continuas
a trozos sobre el segmento [a, 4], para las cuales se ha introducido el
producto escalar mediante la formula (1) y lo llamaremos espacio L
o hien Lj (a, b).

Observacién 1. En las mateméticas se 1lama espacio L, = L, (a, b)
el conjunto de funciones f (z) integrables en el sentido de Lebesgue
sobre {a, &] junto con sus cuadrados para los cuales se ha introducido
el producto escalar por la férmula (1). El espacio L3 que se examina
es una parte de L,;. El espacio L3 posee muchas propiedades del espa-
¢io L,, pero no todas (véase a continuacién § 4.9, nota).

De las propiedades 1), 2) y 3) se deduce la importante desigualdad
de Runiakovski ') (véase nuestro libro «Mateméticas superiores.

) V. Ya. Buniakovski (1804 —1889), mateméitico ruso.
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Elementos de &lgebra lineal y de geometria analiticas, § 6 (6))
| ¢ @) i< (F0 DV2 () )72

la cual en el lenguaje de las integrales aparece asi:

[_Tf(r}'v(r} dz | < ‘/ziiz(x)d:v ]/fep'*tx)dx.

La magnitud

b
il =(S ,f‘z{a:)d::)”z:{f, e

se denomina norma de la funcién f.
La norma posee las propiedades siguientes:

1) 7= 0,

con la particularidad de que la igualdad puede existir solamente
para lafuncién nula f = 0, osea, para la funcién igual a cero, a excep-
cién, quizés, de un nimero finito de puntos (véase nuestro libro
«Matemaéticas superiores. Cdlculo diferencial e integrals, § 6.2,
teorema 5),

2) i+l iN+ gl
3) Wef Il = Jef- 1111,

donde o es ¢l nimero real.
La segunda propiedad en el lenguaje de las integrales tiene la
forma siguiente:

b b b
(§11@+e@pra)"<( | r@az)"+ ([ 0@ az)™

y se llama desigualdad de Minkowski.

Se. dice que la sucesion de las funciones {f,} pertenecientes a Lj
converge a la funcién [ € L3 en media cuadrdtica sobre [a, b (o de otro
modo segiin la norma Lj) si

[
lim || fu— /1= Nim (§ [/ (2)—1 (2) [2dz)2 =0,
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Notemos que si la sucesién de las funciones f, (x? converge uni-
formemente hacia la funcién f (z) sobre el segmento [a, b], entonces
para » suficientemente grandes la diferen-
cia f () — fn () debe ser pequeiia, en su 1
valor absoluto, para todos los valores de !
x € la, bl.

Sin embargo, si f, (g) tiende hacia f (z)
en. media cuadritica sobre el segmento [a, b},
entonces la diferencia indicada puede no, ser
también asimismo pequefia para grandes n por
doquier sobre [a, b]. En algunos lugares del

o]
Ml T e
Ins

segmento [z, b] esta diferencia - puede ser 3% -
incluso grande y es importante solamente que Fig. 117

fa integral tomada de su cuadrado sobre el
segmento [a, b] sea pequefia para grandes n.

EIEMPLO i.  Supongamos dada sobre el segmento [0, 1] la funcidon
continua lineal a trozos f, (z)} (r = 1, 2, . ..) representada en la
fig. 117, ademas,

fn (0) = fa (2/n) = fn (1) = 0,
fa (1/n) = 1.
Para cualquier » natural
méx an {,‘L‘)= 1#
ocret

¥, por consiguiente, esta sucesion de las funciones no es uniformemente
convergente hacia cero cuando n — oo.
Mientras tanto

i/72

i
I fa—0t=lfall={ { 2 @) dz)"*=
1]

i/n Zin
=( | (hoyrdz+ 5 @—naydz) " =
i} i/n

=(2”j" [nm}zdx)”z=(-§%‘-)”z —+0, n-— oo,

0

o sea, la sucesién de las funciones {f, (z}} tiende a cero en media
cuadritica sobre [0, 1].

A partir de los elementos de la sucesién fy, f,, fs, . . . 5e puede
construir la serie

it fotfat oo (2)
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La suma da sus primeros n términos
oh=hHh+fet...+]a
es una funcién perteneciente a L. Si en L3 existouna funcién f tal que
Hf—oall =0, n— oo,
entonces se dice que la serie (2) converge hacia la funcién f en media
cuadrética y se escribe

.f=f1+‘fs+fs+----

Observacién 2. Se puede examinar el espacio L; = Lj (a, b) de
las funciones de valores complejos f (z) = f, (z) + if, (z}, donde
f1 ¥ f. son las funciones reales continuas a trozos sobre [a, b). En este
espacio las funciones se multiplican por los niimeros complejos y el
producto escalar de las funciones f (z) = f, (z) + if, (z) ¥ ¢ (z)} =
= @ (2} + ig, (x) se determina del modo siguiente:

b
9= 1@ @ de= | 11 @)+ ity (2)] 91 (2)— g, (2)) dz

a L]
y la norma f se determina como

[}

W= fyr=(§ 1-Faz)" = ( 11(@)12az)"* =

B

=(J @+ @ra)

112

§ 4.9. Sistema orfogonal
de funciones

La funcién ¢ € Lf = Lg (a, b) se llama normal si
o= (g, @)1= 1.

Dos funciones @, ¢ € L; se denominan oriogonales {entre sf) si

(p, ¥) = 0.
Un sistema ifinito o infinito) de las funciones continuas sobre el

segmento [a, &
P11 Pax Pse - - - (1)

ge dice oriogonal si las funciones tienen una norma positiva y son
dos a dos ortogonales.
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El sistema (1) se llama ortogonal y normal (ortonormal) u ortonor-
malizado si

0, k=5=1,
(tph @:)“5n1=l 1‘ k=1,

0 sea, es ortogonal y la norma de cada funcién que forma parte de éste
sistema es unitaria.

Todo sistema ortogonal finito de funciones g, @;, - .., Px 88
Iinealmente independiente en L3, o sea, del hecho de que

N
kgl @ Pr (&F) e 0: z€|la, b]t

donde oy son los nlimeros, se deduce que todos los nimeres a, = 0.
En efecto, si multiplicamos escalarmente ambos miembros de esta
igualdad por @; (I = 1, . . ., V), entonces en virtud de las propieda-
des lineales del producto escalar obtenemos

N
(hgl APy Pr) =% (1 @) =0

¥ puesto que {g;, ¢;) >0, entonces a; =0 (I e L o sy M)
Si f € Ly = Lj (a, b) es una funcién arbitraria, el nimero

Ilq'lii_‘-(f‘ o) (k=1,2,...)

lleva el nombre de coeficiente de Fourier de la funcién f respecto a la
funcién @y del sistema ortogonal (1). La serie

f~2 -ﬁﬁr(ﬁ Pa) P (2)
A=t

engendrada por la funcién f € L sellama serie de Fourier de la funcién
f en el sistema ortogonal (1).

Si el sistema (1) es ortonormal, entonces || g ll =1 (k =1,
2, ...) y la serie de Fourier de la funcién f se escribird de una manera
més sencilla

f~ B e o - ®

En este caso los niimeros (f, px) son los coeficientes de Fourier.

A continuacién examinaremos solamente log sistemas ortonormaliza-

dos (1). El paso de estos sistemas a los ortogonales arbitrarios tiene
un carécter técnico.
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TEOREMA 1. Si el sistema (1) es ortonormalizado, entonces para toda
funcién f€ Ly la norme
N
“ f— 2 “k¢k|
A=t

entre todos los posibles sistemas de nimeroscy, . . ., 0.y alcanza su minimo
pare el dnico sistema de niimeros definidos por las igualdades

ak=U=‘pk) (k=1:‘"'!N}!

es decir, para los coeficientes de Fourier de la funcidn f.
Ahora bien,
N

N
min || f— 3 cxps =“!-—- 2 P P %
ay h=1 \ A=l
entonces
N 2 N
f= 2 (o] =t h— 3 ¢ o, )

DEMOSTRACION. Tenemos

N N N
"f* 2 st =(f— 2} aaqn, f— 2 ayp))=
h=1 k=1 j=1

N N
= N=2 Z ax(f, o+ 2 ch=

N N
=2 [, o =2 (f, o)+ A+ N— 2 (1, @)=

ke

N N
=2 l(h e —al+(f H— X (o=

h=

N
> =2 ¢ e

En este caso es evidente que la iltima relacién en esta cadena se
convierte en igualdad unicamente en el caso cuando o = (f, @)
para todo valor de k. De este modo quedan demostradas las relacio-
nes (4) y (5).

De la igualdad (5), si se tiene en cuenta que su primer miembro
es un nfimero no negativo, se deduce la designaldad

N
2 et 1)
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que es justa para todo N. Pero entonces, si el sistema (1) se compone
de un niimero infinito de funciones gy, la serie formada por los cua-
drados de los coeficientes de Fourier de la funcién 7 converge y es
vélida la desigualdad

Ll

21 f, o2<<(f, ) (6)

=

llamada desigualdad de Bessel.

Es muy importante el caso cuando el sistema ortonormalizado (1)
es tal que la desigualdad (6) se convierta en igualdad (igualdad de
Parseval — Stekiov 1))

2 (e = ) )
K=t

para todas las funciones f € Lj.
Para determinar el valor de la igualdad de Parseval, asignemos
la funcién arbitraria f € Lj y formemos para ella la serie de Fourier

fr~ i (f+ Pa) Pn-
T4 ]

La suma de los primeros » términos de esta serie

S, (z) ==h§=}1 ( @x) Pa ()

se llama n-ésima suma de Fourier de la funcién | en el sistema ortogo-
Con arregloala férmula (5) la desviacién de S, (z) respecto a f ()
en media cuadrdtica (en el sentido de Lgz) es igual a

W= Salt=(f 1 —g (s o)™ @

5i para la funcién f€ Z; se cumple la igualdad de Parseval (7),
entonces

i — Spil+0, n—oo )

e inversamente, de (9) se deduce la validez de la igualdad de Parse-
val (7).

Existe la terminologia siguiente. El sistema ortogonal (1) se denomina
completo en L si la serie de Fourier de toda funcién f € L3 converge
en media cuadrética hacia f, o sea, tiene lugar la propiedad (9) para
todas lag funciones f € L;.

1y M. A. Parseval ii 755—1838), matemitico francés. V. A. Steklov (1864—
1926), matemftico y fisico ruso.

1§-180
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Ahora bien, hemos demostrado que para gque el sistema ortonorma-
lizado (1) sea completo en Ly es necesario y suficiente que para toda
funcién { € Ly se cumpla la igualdad de Parseval (7).

Nota. Ya hemos sefialado en la observacién 1 del § 4.8 que L, =
= L, (a, b) designa el espacio de las funciones f (z) integrables en
el sentido de Lebesgue sobre [a, b] junto con sus cuadrades y que
Ly L,.

Examinemos un sistema de funciones continuas ortonormalizado
sobre el segmento [a, b)

@, {z), 95 (%), @5 (2), « - .

que sea completo en el sentido en que lo hemeos definido anteriormen-
te. Sabemos gque si f € L3, entonces para los nimeros

en=(0, @) Fk=1,2...) (10)
so cumple la igualdad de Parseval

3 =
[r@d=3 a
a h=1
Esto es justo asimismo para las funciones f € L,, s6lo que es necesa-
rio entender las integrales en el sentid> de Lebesgue.
No obstante, tiene lugar también la afirmacién inversa: si los
nimeros ¢y (k = 1, 2, ...) son tales que la serie

Z o} << oo

=
converge, entonces en L; existe una funcién f (z) tal que se cumplan
las igualdades (7). .

Sin embargo, en Lj tal funcidn puede no existir. En esto se mani-
fiesta la imperfeccién del espacio Lj. En el espacio L: hay una
cantidad insuficiente de funciones para que esta afirmacién inversa
tenga lugar.

§ 4.10. Complefitud
de funciones trigonométricas

En el § 4.4 hemos citado los criterios de convergencia de la serie
de Fourier. Se trataba alli de una convergencia corriente. Ahora enun-
ciemos el criterio de convergencia de la serie de Fourier en media
cuadrética.

El conjunto de todas las funciones f de periodo 2n acotadas sobre
ol segmento [—mn, n]l y continuas sobre éste, a excepcién, quizés, de
un nimero finito de puntos dondse f tiene la discontinuidad de primer
género; lo designemos por Lj » = Lj # (—mn, m).
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St la funcidn f € Li#, entonces su serie de Fourier

f(@)="2+ 2} (a)coskz+b, sen kz), (1)
h=1

a
ay 1 cos ki _
b =?—Su;r(z){ kt]d‘ (=0,1, 2, ..)),

converge hacia ella en media cuadrdtica, o sea,
L
ft@—S@rdz—~0 (n-w), @
-0

donde
Sa(2) z“—z“ + 2) (aycos kz + by sen kz).

Rl

En el caso dado la férmula (1), que tiene el signo de igualdad,
debe leerse asf: la funcién f (z) es la suma de su serie de Fourier que
converge hacia ella (sobre el segmento [—=, n]) en media cuadritica.

Calculemos directamente la integral en (2), teniendo en cuenta
las propiedades ortogonales de las funciones trigonométricas,

o
) 1@~ Sa(2)Pdz=

n n

= j [f(ﬂ—%— Z (a; cos kz 4 b, sen h:.z;)]z dz =
-5 = |

n

= [r@az—2% { 1@ as—
~23) (ay Sf(z)coskxdx+b,. 5f{::}sankzdz}+
k=1 -2 -

n

+3ntnd @+= | Pl)de—I3 a3 @+

=1 -t ki

Para la funcién f € Ljs esta expresién, cuando n—- oo, tiende a cero.
Pero entonces tiene lugar la igualdad

+ | P@a=343 @i ters 6)
-n

he=1

13
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llamada igualdad de Parseval para las funciones trigonométricas
(lgualdad de Liapunov),

Observactén 1. Al comparar la férmula (3) con la férmula (7) del
§ 4.9, es necesario tener en cuenta que la iltima se ha deducido para
el sistema ortonormalizado, mientras que la férmula (3) que esté
examinéndose se ha obtenido para un sistema ortogonal, pero no
normalizado y tal es el sistema

1, cos z, sen z, cos 2z, sen 2z, .. ..

Las funciones

i, cos z, cos 2z, cos 3z, ...

forman un sistema ortogonal sobre el segmento [0, x]. Tenemos el
siguiente

TEOREMA . Toda funcién f € L, (0, 7}, o sea, continua a trozos
sobre [0, ] se puede desarrollar en serie de Fourier respecto a los cosenos:

f(z) =2+ 3 aycoskz,

|

n[n

o= 2 [ f(yooshtar (k=0,1,2, ...) (5)
L]

Y, ademds, la serie (5) converge hacia | en media cuadrdtica sobre [0, n).

En efecto, esta funcién puede prolongarse sobre [—=n, n] del modo
par y luego periédicamente, de pericdo 2x, sobre todo el eje real,
Se obtendr4 la funcién f € Lis. La serie de Fourier de la funcién f
réspecto a las funciones 1, cos z, sen z, cos 2z, sen 2z, . . . en virtud
‘del cardcter par de f tiene exactamente la forma (5) y, como ya sabe-
mos, esta serie converge hacia f (¢) en media cuadritica sobre
[—=n, nl. Con mayor razén ella converge hacia la funcién indicada
en media cuadritica sobre [0, n].

Lo dicho se puede expresar con las palabras siguientes: el sistema
de funclones (4) es ortogonal y es un sistema completo en Lj (0, #).

Es justa asimismo la afirmacién:

El sistema de funciones

sen z, sen 2z, sen 3z, ... (6)

ortogonal precisamente es un sistema completo en L (0, n), o sea,
tiene lugar el siguiente
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TeoREMA 3. Toda funcidn f € Ls (0, =) puede ser desarrollada en se-
rie de Fourier respecto a los senos:

f(z)=D) bysenkz,
A1

bk=_f‘. ft)senktdt (k=1, 2, ...) (7)

Sy

la cual converge a ella en media cuadrdtica sobre {0, n].

La ortogonalidad del sistema (6) se comprueba directamentes y de
hecho se deduce de (2) del § 4.5. En cuanto a su completitud, ésta se
deriva de las consideraciones siguientes.

Prolonguemos la funcién f € Li (0, =) sobre el segmento [—x, n)
de un modo impar y luego periédicamente, de periodo 2x. Su serie
de Fourier respecto al sistema 1, cos z, sen z, ¢os 2z, sen 2z, . . . con-
verge en media cuadrética sobre [—mn, nt). Con mayorrazén ella conver-
ge en este sentido sobre [0, n]. Ademd4s, esta serie tiene la forma (7).

EJEMPLO 1. Desarrollar la funcién y = z* (0<C z<C ) en serie
respecto a los senos.

¥
a2

W | i

Fig. 118.
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Vamos a prolongar esta funcién de un modo impar sobre | —n, 0]
y luego peribédicamente, con perifodo de 2%, sobre todo el eje real.
Entonces la serie de Fourier de esta funcién 4 (z) serd formada sola-
mente por log senos:

n
b,,=%- S x‘senkxd:=-2—“-<—:k—1-lﬁfu+-’§k—.—{(—i)“-—1l.
0

de donde

£ 2n 8
B o e T b= 5= — w1

Ahora bien,
P(z) = E’ by sen kx.
A=

El grifico de la suma de esta serie estd representado en la fig. 118.

§ 4.11, Forma compleja
de la serie de Fourier

Sean a, y by los coeficientes de Fourier de la funcién f (z). En virtud
de las férmulas de Euler
ay cos kz + by sen kx =

elhx . e=lhx g I Lo
=ay ) + by o =cpe" e, e,

donde (supondremos b,=0)
= b
=2 o, Bt ()

De aqui

L]

2n
5 (coskt —isen k) f (1) dt = | f(tye™at,

(=]

c_,‘=— S (cos kt 4 i sen kt) f (£) dt:-— j f(t) et*fdt,

Estas dos igualdades pueden escribirse como una sola férmaula
2n

c,,:ﬁ jf(:) eitidt (k=0, +1, +2, ...). ()
o
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Es importante sefialar que si f (x) es una funcién real, entonces
a, y by son nimeros reales y 1os nimeros ¢, y ¢, aunque, en general,
sean complejos, son mutuamente conjugados:

Cop = Cx. (3}

Es evidente que la n-ésima suma de la serie de Fourier de la
funcién f se puede escribir en la forma

S,,(x)::-ﬂi‘l-+ D) (ax cos kx + by sen kz) = D) caet** (4)

he=i he=—n

y la misma serie de Fourier de la funcién f, en forma de la serie
f(z) ~ 3+ 21‘, (ay 08 kz + by sen kz) ~ | cxet*=, (5)

Diremos que la serie (5) converge para el valor dado de z si existe
el limite

n ;
lim ) ¢pet** =1im S, (z).
N~ —n TA==00
Ahora bien, una convergencia definida se llama convergencia en
valor principal.
Es que podria considerarse la convergente si existiera el limite

1
lim 3 e,e**
R=00 =M
m-+02

cuando m y n crecen infinitamente de un modo independiente uno
de otro.
Las funciones complejas
{e*=} (k=0, %14, %2, ...) (6)

forman un sistema ortogonal sobre el segmento [0, 2x], ya que para
k=1

Fi

2n 2n
(=, eil%) = j PALE PR TE: o i g - xdy —
0]

el(A-1)x |2n

5= i =P

{la primera igualdad estid notada segin la definicién del producto
‘escalar para las funciones de valores complejos, véase la observa-
ci6n 2 del § 4.8), Luego
2n
(eihr‘ 8““:I= g“”‘e'“‘"dx=.2f(,
0
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§ 4.12. Concepto de infegral
de Fourier. Infegral reiferada
de Fourier

Examinemos primeramente la funcién suave a trozos f (z) de periodo
2n que satisface la propiedad

f(z}= f(=+0)-;!(x—01 , (1)

Esto quiere decir que f es de periodo 2m, continua y tiene la
derivada continua por doquier sobre el eje real, a excepcién de los
puntos cuya cantidad es finita sobre el periodo [~-m, n1l; con la parti-
cularidad de que en estos puntos existen los limites de f y f* por
la derecha y por la izquierda. Ademé&s, suponemos'que en todo punto
se cumple la igualdad (1). Esta condicién es esencial, naturalments,
sblo para los puntos de discontinuidad de f, porque en les puntos
de continuidad ella se cumple autométicamente. Designemos por L,
el conjunto de las funciones periédicas indicadas f.

Para cada funcién f € L, se puede examinar su serie de Fourier

oo )
f{z) m-a—2"+2 (ay co8 kz - by sen kz) = D) e, (2
he=i w=ha
donde
ak=—;—5 fitycos ktat (k=0, 1,2, ...), 3)
bﬁ?i‘j fysenktdt (k=1,2, ...) ()
x = [r@enar k=0, x1, £2, ...) (5)

chz_a'.‘..%l_b_k_‘ cl=..ah—42-m-'}’_ (k.:ﬂ"l'z‘...:b.=0).

Escribamos, ademds, la N-ésima suma de la serie de Fourier de
la funcién f:

N N
8% [_«;):,;;! + D) (ancoskz+bysenkz)= D} cpe'=. (6)
A=l he=— 1V
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En la teoria de las series de Fourier se demuestra que para toda
funcién f € L. tiene lugar

gi_n; Sk (2) =f (=), (7}

o sea, la serie de Fourier de la funcién f € Li converge hacia ella en
todo punto z.

Las integrales do Fourier pueden ser introducidas por analogia con
las series de Fourier.

Examinemos ahora las funciones no periédicas / que son suaves
a trozos y absolutamente integrables sobre el ¢je real. Para eollas,
pues, la integral (impropia)

fli@ldz< oo

es finita.

El término funcién suave a trozos se entiende asi. La funcién f
es continua y tiene la derivada continua para todos los puntos z
del eje real, a excepcién de un ndmero finito de puntos donde la
funcién f o su derivada /* es discontinua. No obstante, en los puntos
de discontinuidad existen los limites por la derecha y por la izquierda
tanto de f como de f'; en este caso tiene lugar la igualdad

0 —0n
f(z)= Lt Qi)

Designemos por L' = L' (—oo, o) el conjunto indicado de las
funciones no peridgdicas.
Por analogia con los coeficientes de Fourier introducimos para
las funciones f € L’ las funciones
L]

a(s)=— § f(tycostsat (—oo<csoo), (39
b(s)=— 5 f(t)ysenstdt (—oo<<s<< oo), (4"
¢ ()= j f(O) etdt  (—o0 < s<< ). (5"

Mientras que los coeficientes de Fourier se determinan para los
valores discretos k = 0, 1, 2, . . ., sus anélogos (3') a (5') son ya las
funciones del argumento continue s.

Segiin nuestra suposicién la funcién f es continua a trozos; no
obstante, las funciones a (s), b (s) y ¢ (s) sor continuas.
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Por ejemplo, supongamos, para mayor sencillez, que la funcién f
tiene un solo punto de discontinuidad z, Entonces la integral (3')
.86 puede partir en dos integrales

1 ¢ 1 7
a(s) -— S f.(t) cos !sdt+? S f(t)costsdt. (8)

Xy ~o0

8i la funeién f (£) se modifica en el punto { = z,, suponiendo
que f (z) = f (o + 0), entonces bajo la primera integral en (8)
se encontraré la funcién continua de s y £ (—o0 <s <0, T <
<t < oo). Segiin el criterio de Weierstrass (véase el §2.15, teore-
ma 3) la primera integral converge uniformemente, porque

1 (eosts | <1 (1)1,
Slrmld<e.

Pero entonces la primera integral es una funcién continua de &
‘(véase el § 2.15, teorema 1), De un modo semejante se demuestra
también la continuidad segin s de la segunda integral (8).

Notemos, ademés, que

lima(s)=0, 9)
Ymb (s) =0, (10)
lime (s) =0, (11)

Por sjemplo, para demostrar la propiedad (9) introduzeamos en
In integral (3°) la sustitucién de la variable ¢ = u - ﬂT Entonces

a (s) =% ff(u-i—-?) cos (su - i) dus=

-]

f (u -{%) cos us duy = »—-—;- j f (t-l—%) costs dt.
De esta igualdad y de (3') se deduce:

a(s)l-=|-§!-u- ‘E [f(:}%)—f{t]]cﬁstsdtlg
g—ziui |f(r+—’:—)-—j(?}|dt~h0 (s = 0o).
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Esta ltima relacién (tendencia a cero) debe ser demostrada,
desde luego, pero no vamos a hacer esto ahora.

Como anédlogo de un término separado de la serie de Fourier
(del armonico) es natural considerar la funcién
a(s) cos x5 4 b (s) sen x5 =

=3
*_—% E 1 (t) [cos st cos zs - sen st sen zs] df =
—c0
]

=t § f(tycos (t—2)sdt= 5 {1 (8) (6" 4o~ (0] dt =

-0

=c{s) ™=+ c(—s)et™, (12)

M4s exactamente, en calidad de andlogo de un término de la
serie de Fourier es necesario considerar

(a (s) cos as + b (s) sen as) ds = (c (s) &' + ¢ (—s) ™™ ds. (12')

Como andlogo de la /N-ésima suma de la serie de Fourier hace
falta considerar la siguiente integral (véase (12)):

N
Sy (z)= j [a {s) cos x5 -} b (5) sen x5] ds =
a

N =
=%5 5 f(#)coa(t—x)sdtds=
0 =00
;% "
=\ dt\ f(t)eos(t—=z)sds=
1]
=1 5 f(t}dtjcos(t—.t)sds-—

‘=':T‘ 5 f(t).&i}i__"d;, (13)

Hemos cambiado de lugar las integrales. En el caso dado esto es
legitimo. En virtud del teorema de Fubini Y, conocido en el anélisis,

!) G. Fublni (1879—1943), matemético italiano.
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se pueden reordenar las integrales en una integral miltiple si des-
pués de la reordenacién se obtiene una integral miltiple absoluta-
mente convergente. En el caso dade

N

% j i | f(t)cos(t—2)s|dids <

N oo
firmiasae=2 [ 110 1dt <.

1
<%

38

En virtud de (12) la funcién S, (z) se puede escribir también en
la forma compleja

N
Sy () = j [c(s) e 4 ¢ (—s) e*=) ds =
[}

N N o
= S ¢ (s) *ds = Sem—‘z: j f(t)e*tdt ds=
~-N -N —o0
1 N 1 oo
=VE _.L VE _S,,f (t)evtdtds.  (13")

La funeién

Sy (a:)=% 5 f(c)ﬂii‘—-_f)—dtm

t—zx
== {re+n22l a1y
se llama integral simple de Fourler.
Se puede demostrar que si f € L' (—oo, 00), para todo valor de =

lim Sy (z)=1(2), (15)

o séa, tiene lugar una propiedad anfloge a la propiedad de (7) para
lag series de Fourier.

Notemos que la N-ésima suma de la serie de Fourier de una
funcién periédica se puede -escribir del modo siguiente (las explicacio-
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nes se dan a continuacién):

N
% (@) =3+ 2 (axcoskz+b, sen ka)=

k=i
" N ]

=1 S.;_; (yde+ D) [_:? § 7(t) cos kt dt cos kz +
-7 h=={ -1

+4+ E;(:) son kt dssankz]:_;— Ef(_t} [~

N
-+ Z (cos kt cos kz + sen kt sen kx)] dt =

hei

x-i— ?f(t}[—; +§ cosk(t—z)] dt =

- he=1

n
' sen {N+-1/2) (¢ —z)
L“’) e (—n8 P
o
1 sen (N4-1/2) u
== Sﬂf (4 +2) 2 gen (u/2 du. (16)

En la pentltima igualdad hemos hecho uso de la férmula (véase nues-
tro libro eMateméticas superiores. Célculo diferencial e integrals,
§ 9.8, {15))

N
1 __ gen (N:tifz) 3
7 +h21 cos ka = 2 sen (x/2) *

En la Gltima igualdad (16) hemos sustituido la variable t=u + z.
En virtud de esta sustitucién la integral sobre el segmento [—n, ]
respecto a £ se transformar4 en integral sobre [z — z, z 4 x| respecto
a u, pero el Gltimo segmento se puede volver a sustituir por el seg-
mento {—ax, n], porque la funcién subintegral (de u) es de periedo
2n (véase § 4.3, (3)).

Vemos que la integral en el segundo miembro de (1B) se parece
mucho a la integral (14). Por eso ya no es tan sorprendente el que
ambas estas dos integrales tiendan, cuando N—» oo, hacia la fun-
cién f (z).

De (13) y (15) se deduce que

N oo
P
lim ‘Ed. j fcos(t—z)sdt=f(z). (17)

-0
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Por consiguiente, para toda funcién f € L' (—oo, oo)

.‘?ids S £ () cos (t—2) sdt = f (). (18)

Es una igualdad muy importante que constituye la base en la
teoria de las integrales de Fourier.

La integral en (18) se llama integral reiterada de Fourier.

La igualdad (18) afirma que para las funciones f € L' (~—oo, oo)
la integral reiterada de Fourier de f en el punito z es igual al valor de
la funcién f en el punto z.

En la integral de (18) no se puede cambier el orden de integracién,
puesto gque no se conseguiria ya nada 1til. Si hubiéramoes hecho tal
sustitucién, habriamos debido integrar respecto a s la funcién
cos (t — z)s (siendo fijos los valores de t y x) sobre el intervalo infi-
nito (—oo, oo), pero tal integral no tiene significado.

Ahora bien, en la integral reiterada de (18) debemos integrar
primeramente la funcién f (t) cos (¢ — z) srespecto a £ sobre (—oo, o0)
¥y luego, respecto a s sobre (0, co). Ambas integrales son impropias,
Es evidente que la integral respecto a t converge absolutamente. En
lo que se refiere a la integral respecto a s, hablando en general, esto
no es asf,

Las letras s ¥ ¢ en la integral de (18), siempre que se desee, pueden
ser sustituidas naturalmente, por otras letras cualesquiera, por ejemplo,

or s’ y ¢’ lo que no cambiard la magnitud de la integral. -

De (13) y (15) hemos obtenido la férmula (18). Por otro lado, de
(13') y {15) hemos obtenido otra férmula importante que es justa
para las funciones f € L' (—oo, oo):

N o0
C = 1 ity
ok _S,.,"t d‘_S A iprta=
= Viz_n -_L e**ds v,‘z'_‘ _L!(t) e~Mdt =f (2). (19

Introduzcamos las designaciones

N o
R i xt 1 izt g 1/ 5m
f{z)::j&i]av-ﬁ—-—s”f(t) et ‘d:mvﬁ— _if(‘)& : ‘C“—Vzﬂ C(I],

N oo
Fla)= ’%Tl_’nl—]-/-!-ﬁ— _SN f(t)ett dt = 715'7 _5 fl)ye™'dt=VZnc(—xz).

]
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'f(.::) se llama fransformacién de Fourier o transformacion direcia

de Fourier de la funcidn f y } (x) se denomine transformacidn inversa
de Fourier de la funcidn f. Las operaciones ~ y A son reciprocamente
inversas. Si se aplica a la funcién f la operacién ~ y se aplica & la

funcién obtenida ?' la operacién A, entonces, como se ve de {19),
volvemos & obtener la funcién f:

B

PROBLEMA 1. Demostrar las férmulas siguientes para las funciones
JEL' (—oo, oo}

1) f(—t=T @)
2) T(—=2)={(a);

5) e i'f: e-imf =f(z+p) (n es un nimero real);

Por ejerr; plo,

S elntgixt 24 _V}ztn 5 _f(u) g=ivt Jy

-0 -

.S.,, ittt gt 7‘3_; { 7@ et ~Futa=fwta.

1

e

i
Vin

§ 4.13. Coseno
y seno fransformaciones
de Fourier

En virtud del § 4.12, (18) paraf € L’ (—oo, oo) tiene lugar la igualdad

@)=

St g

ds S f(t)cos{t—z)sdt=
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=—:‘— S cos zs ds S f(t)costsdt - ';:'"
]

sen s ds 5 'F(t) sen tsdt. (1)

ce——g

8ila funcién f (¢) es par, la segunda integral enel segundo miem-
bro de (1) es igual a cero y en la primera integracidn respecto a ¢ so-
bre (—oo, oo) se reduce a la integracién sobre (0, co) y obtenemos la
férmula

-%-Swsudsﬂf{:)cus:sm:f(x}. 2)
/] 1]

Para la funci6én impar f (f) la primera integral por la derecha en {1}
igual & cero y la funcién f (t) sen ¢s es par. Por eso

%Saenxsdsjf(t}santsdt:f{z) (3)
0 []

En las férmulas (2) y (3) se puede suponer que x>0 y [ () es
una funcién suave a trozos arbitraria, perteneciente a L' (0, oo).
Es que en estas férmulas se utilizan solaments los valores de f sobre
el semieje [0, o0). Aclaremos esta observacién méds detalladamente.
Supongamos que se da una funcién suave a trozos f € L’ (0, o0)
tal que f (0) = f (O + 0). Prolongindola sobre todo el eje real de
un modo par, obtensmos una funcién suave a trozos par f € L' (—oo,
co) para la cual es justa la férmula (2); en particular, es justa
para z2= 0.
Ahora supongamos que para nuestra funcién snave a trozos f¢€
€ L' (0, oo) se cumple la igualdad f (0) = O (en general, f (0 + 0) 5=
% f (0)). Prolonguemos f de un modo impar sobre (—oo, o), obte-
- miende una funcién’suave & trozos imparf € L’ (—oo, 0o) para la cual
eg justa‘la férmula (3); en’particular, es justa para z> 0. Recalque-
mosr.}ue en la férmula (3) f (0} = 0, mientras que en la férmula (2)
el valor'de f (0) = f (0 4 0) puede ser cualquiera,

Las: integrales

VI Tf(t)costsdt, V%i!(t)m“d‘
0

se llaman coseno y seno transformaciones de Fourler, respectivamente.
De las férmulas (2) y (3) se deduce directamente que si aplicamos
sivamente dos veces la coseno (o seno) transformacién de Fourier
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a la funcién suave a trozos f € L’ (0, oo), cbtendremos la funcibn
inicial f. En este sentido la coseno (seno) transformacién de Fourler
es inversa & si misma.

§ 4,14, Ejemplos
Son vélidas las igualdades (las explicaciones se dan a continuaci6n)

D f@={ SIS L Toogtmer

ds,
0, |z| >a L

-—%—Ssanzs
0

1, a<<z<b 1 f sens(z—d)~=son s (z—b)

3 = =— ds.

) 1) 0, z<<a, b<z} I 5 $

Il

2) “z)=[signx, |z|<1]

i——cossds.
0, |z]>1 2

L]

4) | eMeosszds= 57— (a>0).

Epmp |

Oy 8

5) Se""sansmdss?i—x,— (a>0).
a

[

i 2
6) e =22 ai:’:?_%‘;-dx (a>0, 0<Cs<Co0).

nnl

7 e""=-i—§ ,+¢, sonzsdz (>0, 0<s<<o0).
L] 2 r
8) j(z)={sen: I‘:;j:]—;?i ot s 500 SZ dS.
cosz, |2)<< 5 % cos S
9 flz)= 2“ }=%5 _2‘ cos sz ds.
0, 2] > ]

10) f(z)=e-=xlcosfpz =

Il
ulg

I
é cosse [ 5)’+a'+ts+ﬂ}’+u']d’ (a0}
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11) f(z) = e sen Pz =
=4&E 5 s gen 53 ds
x [(s—B)+-a?] [(s+ py* o]
Valiéndose de métodos corrientes de la teoria de las integrales
indefinidas, no se ve cémo se pueden calcular las integrales que
estdn en los segundos miembros de las igusldades 1), 2), 3). Por
otra parte, las funciones 1), 2), 3) son suaves a trozos y pertenecen
a L' (—oo, o) (f € L' (—oo o0}). Por eso se les puede aplicar la
férmula de representacién (1) del § 4.13. Esta férmula se simplifica
¥ tieno la forma de (2) dol § 4.13 si f es una funcién par y si f
es impar, tiene la forma de (3) del § 4.13. Por ejemplo, la funcién (1)
es par y por eso

(@ >0).

Lol

L]
2 L
cos xs ds j cos is dt:-—;‘-— S oS s —=2% s

5

(@) ==

Sty g

donde se puede suponer que en los punlos de discontinuidad de f se
cumple la igualdad

f(z) =5 [} (@+0)+ [ (z—O)l.

Las integrales 4) y 5) se calculan integrando por partes.
Utilizando la igualdad (4), tenemos

o

oo oo
2
% 5 fs%dx"—-a? S cosxsdxj e-ah cos A x dh = e-old
] ]

donde la altima igualdad tiene lugar en virtud de la férmula (2) del
§ 4.13 que es aplicable, porque e-** € L' (0, oo) es una funcién
suave. De suerte que la igualdad 6) queda demostrada.
~ Por unos razonamientos semejantes se obtiene la féormula 7} a par-
tir de 5), aplicando la formula (3) del § 4.13.

La funcién 8) es suave a trozos e impar. Para obtener la integral
necesaria, representémosla mediante la formula (3) del § 4.13 donde la
integral interior es igual a

o

n
j senst f () dt = S gen st sentdi =
L] 1]

It
=3 S [cos t (s— 1) ~—cos t (s + 1)]dt =
b

_L[senn(s—-‘l) _senm(s+1)] _senns
2 s—1 1 1=
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La representacién de la funcion 9) se obtiene andlogamente.a la
aplicacién de la férmula (2) del § 4.13.

La funcién 10) es par. Para obtener la integral necesaria, repre-
sentémosla por la férmula (2) del § 4.13 donde la integral interior
‘es igual a
I. e~atcosPicosstdi =
0

Z%Se-urcos{ﬂ-;-s)tdt-i-—é- e-stcos (B—s) tdt =
(]

Sty g

s 8B L 1
=5 [grrra t =)

La tltima igualdad se ha escrito en virtud de 4).

Razonamientos andlogos son vélidos para la funcién 11) con la
utilizacién de la férmula (3) del § 4.13.

Por tiltimo, vamos a citar un ejemplo mds cuyo método de céleulo
se distingue de los precedentes.

12) Hallar la coseno transformacién de la funcién exp {—2#%).

Sea

S exp (— A%} cos As dA =T (s).
0

Es fécil ver que (véase el § 2.13, sjemplo 3)
oo i i
10)={exp(—r9ar=7Vr
]

Derivando la funcién I (s), obtenemos

I (s)=— § Aexp (—A2) sen As dA

(la derivacién es legitima, puesto que la 1ltima integral converge
uniformemente). Integrando por partes, la derivada /' (s) se puede
representar en la forma (Aexp (—A¥)dh =dv, sen As = u)

I'(5)= 257 exp (—3)

1=0——2§-§ exp (—A?) coshsdh = ——1 (s).

19+
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Resolviendo la tiltima ecuacién diferencial de primer orden, tenemos
aJ I 2 2
= — = ds, l"l‘C'|= - I(s)=Cexp(-——fi—).
E_e la condicién 7 (0) = ¥/ 7/2 encontramos que € = }/'n/2. Ahora
ien,

Eexp(-*li:)coslsdh: m‘giexp(—%)_

§ 4.15. Aproximacién de una infegral
de Fourier

Aclaremos el signilicado fisico del concepto de integral de Fourier.
Examinemos un movimiento aperiédicoIara el cual la ordenada y
en cierto punto es la funcién y = f (z), del tiempo z.
La funcién f {z} se puede escribir del modo siguiente:
o o

flz)= 5 fa (s) cos xs +- b (s) sen :r.sJ ds = g [e (s) &% 4 ¢ (—5) €1*¥] ds.
0 0

Cuando NV es suficientemente grande y luego cuando As (As = Asy)
son suficientemente pequefos, con cierta aproximacién
N
f(z) ~ S (e (s) cos x5+ b (s) sen zs} ds =
0
N

= 3 [e(s) e 4o (—s)ei**] ds ~

(]

~ E [a(sy) cos xs,+b(s;}sén 15;) As =

7

=D\ le(s)) ™I e(—s)) il As. (1)
j

La primera aproximacién se puede realizar con cualquier preci-
gi6n en todo caso si las integrales de @ (s) y b (s} (v, por consiguiente,
también de ¢ (s))} convergen absolutamente sobre (0, oo), en parti-
cular si las funciounes a (s) ¥ b (s) (v, por lo tanto, también ¢ (5))
son iguales a cero para s > o, donde s, es cierto nimero. La segunda
aproximacién se puede realizar, en todo caso, para los valores de
z pertenecientes a un segmento dado arbitrario [z,, z,]. De esta mane-
ra (para el segmento dado [z,, x,]) se pueden seleccionar los niimeros
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necesarios 5; de modo gque resulten racionales. Pero entonces el movi-
miento y = f (x) serd aproximadamente igual, en el segmento. de
tiempo {2, z,], 2 la suma de las oscilaciones arménicas que poseen
incluso el periodo comin. '

Se llama espectro de una funcién periédica f (z) el conjunto de los
coeficientes de Fourier. Por el espectro, en particular, se ve de qué
armonicos no triviales (no iguales idénticamente a cero) se compone
el movimiento periédico y = f (2). _

Se llama especiro de una funcién no periédica f (z) las funciones
a () y b (s) que ella engendra o la funcidn ¢ (s). )

Si las funciones a (s) y & (s) son iguales a cero fuera del intervalo
(p, 9), entonces la suma que aproxima f {z) por laférmula (1) se com-
pone de las oscilaciones arménicas con frecuencias s; € (p, g).

La funcién 7 (s} = V 2ne (s) se denomina también espectro de .

§ 4.16. Suma de Fejér "

Hemos examinado anteriormente las series de Fourier de las funcio-
nes f (z) y hemos determinado los criterios suficientes de convergen-
cia de la serie de Fourier hacia la funcién f ().

Los mateméticos Du Bois-Reymond y Fsjér construyeron ejem-
plos de funciones continuas cuyas series de Fourier divergen en un
i]unto o isobra el conjunto de todos los puntos racionales del periodo

-, @l

Ahora bien, si sélo es noto que la funcibn f (z) es continua, esto
no serd suficiente para decir que su serie de Fourier converge.

Para la convergencia es necesario imponer sobre la funcién f cier-
tas condiciones adicionales. Entre nuestros criterios habia tales con-
diciones adicionales de que la funcién f tuviese la derivada o debiese
satisfacer la condicién de Dirichlet (debiese ser moné6tona a trozos
o, como suele decirse, tener un niimero finito de maximos y mini-
mos).

A proposito, estas condiciones pueden ser sustituidas por otras,
mds generales que no someteremos a examen.

Designemos por C* la clase de funciones periédicas y continuas
sobre todo el eje real. En esta clase (espacio) se puede introducir la
norma:

7 ller= max [f(z)].
*E{-7, 7]

-7
Las propiedades de la norma (véase el § 4.8) se comprueban ficil-
meéente.

Asi, pues, la serie de Fourier de la funcién § € C* no obligatoria-
mente converge hacia f () en todos los puntes z € [—mn, nl.

1) L. Fejér (1880~—1959), ilustre matemético hingaro.
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Por eso tiene gran importancia el hecho de que la serie de Fourier
de una funcién arbitraria f € C* se suma a esta Gltima con ayuda
del método de medias aritméticas (véase el § 9.16 de nuestro libro
«Mateméticas superiores. Céleulo diferencial e integrals) y, por lo
demis, de un modo uniforme sobre todo el eje real. Asignemos la
funcién f € C* y formemos para ella la serie de Fourier

f(z) ~5% + 2 (an cos kz + by sen kz),
1
n
“F‘iﬁ'g f(heosktdt (k=0, 1,2, ...),
-
m
b,;%j f(hsenktde (k=1, 2, ...).

-n

Supongamos que
ag -
S,=8,.(f; 7) =5+ E (an cos kxz + by sen kz)
1

es la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de la funcién fy

4. "
0n =0n(f; ¢}=5;+.,=_:_{Ti.§,_ T

es ]la n-ésima suma media aritmética de la serie de Fourier de la
funcién f.

La funcién @, (f; z) se llama suma de Fejér de orden n.

Nusestra primera tarea consistird en obtener una expresién com-
pacta para Op.

Puesto que (véase el § 4.12, (16))

1 ® een(n+—2-—)1 g n
SR=T§ﬂf(t+z) s dt-——,T_Sxf{:+x]D,,(t}dt,
entonces
i 1 n n L b1 "
O ==y {Ei‘f(t) 61+El —;_jﬂf(H—z} D, (t)ydt}=

ot {——-+2 D, (1)} dt.

=3 (*H— } i

ir._.--;a
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Aqui
1
k sen | k4 i
, . s 2
Dk(”=_2“'?‘ E cos jt= _.(.......‘_}..
=1 2sen-§—

es el nidcleo de Dirichlet.
Para simplificar la expresién entre llaves bajo el signo integral
calculemos previamente la suma:

V=

sen (k«}-%) z = (z). (2)

k=l

Multipliquemos ambos miembros de la igualdad (2) nor 2 ssn-g-
Entonces obtenemos

n

D\ [cos kx —cos (k + 1) 2] = 29 (z) sen %

h=0
o hien
[1—cos z] +[cos z —cos 2z] + ... + [cosnz-—cos (n + 1) z] =

= 21 {z) sen -~§- ,
i —cos{n+ 1) r=2¢(z) sen —;—
De la altima igualdad encontramos que
n4-1
; sen? 5 F
B ®
2 sen - gen ~5—

En virtud de (3) obtenemos

- se - S 1

5 D Zﬂ + k-t

; 2 a(t)ﬂ%+ ‘1(" ;)s Zﬂ}san( T)‘
' ! -

¢
2 sen—- 2 sen

-

n
sent

1

-
2 sen? -
sen )
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Ahora bien,
an (f; I]=%j flz-t) F, (t)dt, (4)
donde
n-4-4 2
Fo(t) = =7 — (5)
S SR

La funcion F, (t) se llama nifcleo de Fejér de orden n. Es fécil
ver que

n n
1 ik 1 k
Fn(t)=-—§-+2 n:_H coskt=T+z (1— e Jcoskt. (6)
=1 h=A

Por eso la suma o, (z) puede escribirse, ademds , asf:

£ (ay cos kz - by sen kx) =

on(5)= %+ 3 2
1
ap < 4 k hz 4 b 7
=F+23 (1= 557) (an coskz+ bysen nz) (D)
1

Observacion 1. De la férmula (7) se ve que la suma de Fejér
o, (f; ) se distingue de la suma de Fourier S, (f; z) de la funcién
f {x) por el que cada término (ax cos kz - by sen kz) de la suma
S8y (f; z) estd multiplicado por el niimero

n) __ k
M‘ e n+

- (=0, 1 ..., n).

Notemos las propiedades signientes del nicleo de Fejér F, (f):
1) F, (t) es un polinomic trigenométrico par no negativo de
orden (véase (6) y (6);

2}-}_\' Fo(yadt==2

-7

F,(fydi=1, ®

ey, B

(véase (6), tener en cuenta la ortogonalidad de la funcién cos kz
=1, ..., n) a la unidad;
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3) para todo niimere § >0

n 1 7 a 1 i dt=
][F,. () <5 i (,m,z‘_)’g 2(n+1) (m%)a '°\
n—§

= — =0 (n—> o).
2 (n4-1) (sen g )’

TEOREMA 1 (DE FEJER). Para toda funcién f (z) continua sobre un eje
real de periode 2n (o sea, f € C*) la suma de Fejér de orden n tiende
uniformemente hacia elle cuando n-» oo, es decir,

I/ — 0, () ile* = mix [f(z) — 0 {f; 2) |0 (n—>0). (9)

DEMOSTRACION. En virtud de la propiedad 2) del nicleo de Fejér
tenemos

0n(s —f (@) =5 | 1E+OF () dt—f(x)=

w7l -
n

=5 JUE+ry—r@r.@ma. (10

-JT

En virtud de (10} y de la propiedad 1) del niicleo F, (¢) tenemos
loa (fs @) —1 @< 5 | Falt)fz+8)~f()dt=

=*-1,r ] Fof (z-+ ) —f(2)jdt +
=8
b S Fo(t)If (+1)—1(2)] ¢, (11)
<=

donde § > 0 es un ndmero arbitrario (0 <<§ <<n).
Puesto que segiin la condicién del teorema la funcidn f (x) es
continua sobre [-—mn, x], ella estd obligatoriamente acotada

1F@ISM (z€l—n, xi)

[fe+t)—f@)|I<2M (12)
para todos los valores de z € [—n, n]l ¥y 8§ <}t |<Cm.

Entonces
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Lusego, la funcién f (z) es uniformemente continua sobre [—, nl,
por eso para todo valor de & > 0 se puede indicar un nimero 6>0
tal que

fe+)—f@ i<z (13)

para | £ |<< 8 y todos los velores de z, x + ¢ € [—n, =l.

Ahora, sl tomar en (11) el valor de & tal que se indica en (13), en
virtud de la propiedad 2) del nicleo, teniendo en cuenta (12) y (13),
-obtenemos

Pl D—i@I< | Fawar+ 2t | Faais

[E~] o< =n
n §
<o Fomat BL [ Fade=
-1 [ S -4
AM 7
£
T-y-ﬁ-é Py (t) dt.

Ahora, cuando n, es lo suficientemente grande, en virtud de la
propiedad 3) del nicleo F,, (¢) el segundo sumando del segundo miem-

bro en la iltima desigualdad se puede hacer menor que %. Asi, pues,
finalmente obtenemos

[oa (i 2)—F (@) | <5+ 5= (n>>ng zE€[—x, n]).
Por lo tanto,
Foa (f 1}-f(=-‘]|ic~==mixi°’n (f; D) —f()i<<e (n>ny), (14)

0 sea, la sucesién {o, (f; z)} converge uniformemente sobre [—x, n]
hacia la funcién f (z). El teorema queda demostrado.

“Ya hemos seiialado anteriormente que las medies aritméticas de
uns serie numérica pueden-tender hacia el limite, mientras que la.
‘misma serie puede divergir (véase el § 9.16, ejemplo 2, en nuestro
libro ¢Matematicas Superiores. Célculo diferencial e integrals)..
Este fenémene tiene lugar precisamente para las series de Fourier
de funciones continuas. Existe una funcién continua cuya serie de
Fourier diverge sobre el conjunto de todos los niimeros racionales
(conjunto numerable); sin embargo, como hemos mostrado, esto no
impide que las sumas medias aritméticas de Fourier para toda fun-
¢cién contipua f converjan hacia f (z), e incluso uniformemente.
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COROLARIO (TEOREMA DE WEIERSTRASS). Para foda funcidrn f (z)
continua y periédica sobre un eje real y para todo valor de e > O existe
un polinomie trigonométrico T, (z) tal que

i.f(x}-"?'n (z}l'::a (Vzel'—"u ﬂl)-

Para la demostracién es suficiente considerar como 7', (z) la suma
de Fejér o, (f; z).

§ 4.17. Completitud de los sistemas
de funcionesen ¢ y «;

El sistema de las funciones
P (x), s (2), @3(), ... (1)

continuas sobre el segmento [a, b] so llama complete en ol espacio
C la, b} de funciones continuas, si para toda funcién f € C [a, b)
y para todo valor de £ > 0 existe una combinacién lineal finita
de estas funciones

bl

2 car () (2
R=1

tal que para todes los valores de x € [a, &] se cumpla la inecuacién

n

If (x)— 2} expn (2)[ <e.

h=1

Se dice, ademas, que el sistema (1) es completo en el espacio
L; {a, b), si para toda funcién f € Lj (a, b) y para todo valor de e > 0
existe una combinacidn lineal (2) tal que

”.f—-é exPr (%) |IL;= (j if (z)— é Cn%(lezda:)”z<5,
h=1 % S

Es féacil ver que si el sistema (1) es completo en C [a, b], serd
completo asimismo en Lj (a, b), porque

( i lf (.::)-—-i} cppp (2) ]z dr)uzg( 3‘ g? dz)”z=s Vi—a.
a 1

$1=% a

En el § 4.9 hemos examinado un sistema arbitrario, ortonormali-
zado sobre el segmento [a, b], de las funciones

Py Pz » 0
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y lo hemos llamado completo en L: (s, b) si la serie de Fourier de
toda funcién f € L5 (a, b) en este sistema converge en media cuadrati-
ca hacia f.

Ahora bien, en el caso de un sistema ortonormalizado

Prs q’z! Pgy - - (5)

tenemos dos definiciones de la completitud en L3 (a, b). Son equiva-
lentes. En efecto, supongamos que el sistema ortonormalizado (3)
es completo en Lj (a, b) en el sentido del § 4.9 y supongamos que
f€Ls(a, b).

Entonces

“ f"_ kzl Ut Eph) Pn “";3'[0' b}+ 0 (R—P CD)
y esto es lo que muestra que para todo valor de & > 0 se puede indi-
n

car una combinacién lineal | cy@s, dondec, = (f, @a) para la cual
A=t

” i _hgi CpPr Hx_;(g, by =< €.

Por consiguiente, el sistema (3) es completo en L, (a, b) también
en el sentido de la segunda definicién.

Al revés, si el sistema (3) es completo en el sentido de la segunda
definicién y viene dada la funcién f € L; (a, b), entonces para todo
valor de & > 0 existe una combinacién lineal

"ﬁ,‘ ARPrn

he=1
tal que

=3 avonllyge, e
Pero segin el teorema 1 del § 4.9
“f"’;g (s on) @n iy 0, 0< Hf—z;l @ lleje o < e
Tenemos luego para n> n,

= 2‘ (fy ea) s N:,;{u. 0=

=0 D=2 0. @r> 0 = 3 U, o=

h=={

= " f_ kgl (!I tpk) Pr ":;(q' by *
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Por eso

“ f_ kgl (.fv 'Pk) Pr HL;(“_ b) <& (V n}ﬂﬂ)

y, por consiguiente, la serie de Fourier de la funcién f converge
en media cuadratica hacia la misma, o sea, el sistema (3) es com-
pleto en el sentido de la definicién dada en el § 4.9.

En el § 4.9 hemos enunciado, sin demostrar, la afirmacién impor-
tante de que la serie de Fourier de la funcién f € L, en el sistema
trigonométrico converge en media cuadrdtica hacia f. Una vez
demostrado el teorema de Weierstrass (véase el § 4.16) esta afirma-
cién puede ser fundamentada en su totalidad.

En efecto, ya hemos hecho uso del teorema 1 del § 4.9, que afir-
ma la validez de la igualdad

n n

min 1= 2 aronfj=|i1= 2 ol

donde ¢, son los coeficientes de Fourier de la funcién f € L; en el
sistema ortonormalizado {@,}. Notemos que esta igualdad tiene
lugar asimismo para un sistema ortogonal arbitrario, no obligatoria-
mente normal. En este caso los coeficientes de Fourier

{f, en) -
=Tl (k=1, .s.y n)
El sistema trigonométrice
1, cos z, sen z, cos 2z, sen 2z, ...
es ortogonal sobre el segmento [—m, nt].

El teorema de Weierstrass expresa el hecho de que este sistema
es completo en C*, pero entonces, como sabemos, es completo asi-
mismo en el Lb*. .

Y esto es lo que significa que la serie de Fourier de toda funcién

f € Li* enel sistema trigonométrico converge en media cuadrética
hacia la misma.

§ 4.18. Nociones de la teoria
de series miltiples de Fourier

Vamos a examinar las funciones f (), # = (z;, . . ., %) de muchas
variables, definidas sobre cierto rectingulo n-dimensional

A= o<yl =1, .41}

donde a) ¥ b; son nimeros reales.
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De 1a teoria de integrales miiltiples (véase el § 2.4, teorema 3)
se deduce -}ue si la funcién f (x) integrable sobre A se puede represen-

tar en la forma del producto de las funciones integrables de una
variable
() =jl'l1 119
entonces
n
[ 1@az=T] [ 1yndz,, (1)
A =1 &j

donde ﬁj = [d}, b,].
El rectingulo A se puede considerar como producto directo de los
segmentos de A; (véase el § 2.15, llamada 2))

A=A XAy X ... XA,

Notemos que en el primer miembro de la igualdad (1) se encuentra
la integral multiple de n y en el segundo miembro, las integrales
unidimensionales de Riemann de las funciones f; (z;) dadas sobre A;.

Las funciones

-‘7’;;"*:‘: T e SR o

tienen, como sabemos, el periodo 2x segin la variable z; (f =
=1, ..., n). Estas funciones (de una variable x;) son continuas so-
bre todo el eje z; y en el periedo [—=x, =] y, por lo tanto, son integra-
bles segtin Riemann sobre el segmento [—m, x]. Ademas, sabemos que

i
i ik jx i FALYES]
las funciones —-ev 5 forman el sistema ortogonal { Vi }

sobre [—m, n], o sea,

j; ViE 801::.7%_;£Hm dz) = ?: ;:jrlih (2)
Introduzcamos las designaciones
k=, .o k) kzxéika,,
Ay =AM ={—nLzy<a, j=1, ...,n).

Entonces en virtud de (1) y (2) las funciones

eiiX gikedy | gihnxn g=

oo
PrITE
E(Q_’:@eiu (ky=0, 1,2, ...;i=1, ....n) (3
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de n variables seran ortogonales sobre el cubo A,:

1 ¢ :
§ s e g ete da =
Ax

"

githy=tpx Y r
I=I Ja Jd”“{ 1, k=1

-1

Por igualdad de los vectores de niimeros enteros k y I entendemos,
como de ordinario, la igualdad de sus coordenadas respectivas
v k 5= U significa que los vectores & y I se distinguen &l menos en una
sola coordenada.

Vamos a examinar las funcmnes] (x) de periodo 2 para cada una
de las variables z;, j = 1,

Designemos por srmbolo c*’ la clase (espacio) de funciones perig-
dicas coniinuas con la norma (véase el § 4.8)

1/ llcs = méx | /() |.
xEAs

El conjunto de todas las funciones periddicas continuas a trozos
para las cuales se ha introducido el producto escalar con ayuda de la
férmula

9= @) g@ dx (4

As

lo designaremos por Lz == L3 (A,) y lo llamaremos espacio Lje. La
norma se introduce en esta clase (espacio) asi:

Iifll—llflli,.—(j |1 (@) az) "

El hecho de que f (x) es una funcmn continua a trozos significa
lo siguiente: el cubo A, (periodo) se puede cortar en un nimero
finito de partes con ayuda de superficies suaves a trozos (con una
dimensién menor que n) de modo que sohre cada parte la funcién
{ () sea continua, mientras que a lo largo de los cortes pueda tener
discontinuidades.

Todas las propiedades de la norma (véase el § 4.8) para el espacio
Li+ se han cumplido. Por funcién nula (f = 0) entendemos ung fun-
cién igual a cero por doquier sobre A,, a excepcién de un nimero
finito de superficies suaves a trozos.

Por ejemplo, si se trata de funciones de dos variables, admitimos
que la funcién nula f (2;, x,) puede no ser igual a cero en un niimero
{inito de puntos de A, o sobre un nitmero finito de curvas suaves
a ftrozos.

Notemos que la medida n-dimensional de Jordan de las superfi-
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cies indicadas es ignal a cero, por eso la integral miltiple de n de
la funcién nula tomada sobre A, es igual a cero.

Supongamos ahora que la funcién f(f), £ = (4, .., t,) es de
periodo 2n para cada una de las variables y es noto que puede ser
desarrollada en serie miiltiple:

f )= T D cxette=) cpett, (5)
hy==—00 kn=-m

donde la Gltima suma concierns a todos los vectores posibles k =
= (k, ... k,) con coordenadas enteras.

Se pregunta ¢como determinar a partir de la funcién f (£) los
coeficientes ¢,?

Aquf se puede proceder igual que hemos hecho en el § 4.3 en el ca-
s0 unidimensional, o sea, para la funcién f de una variable real.

Si 1a serie (5) converge uniformemente sobre A,, entonces (al
ignal que para la funcién de una variable, véase el § 4.6)

cn[fleack—u--m:-); S f(E) e-i**de. (6)

A

Los ntimeros ¢ calculados por la férmula (6) se llaman coeficien-
tes de Fourier de la juncidn f (t) y la serie (5), en la cual de ¢, estén
sustituidos por los coeficientes de Fourier se denomina serie de Fou-
rier de la funcién f (t) en la forma compleja (véase el § 4.11).

Pues, si la funcién f (¢} == f (t,, . . ., t,) se puede representar en
forma de suma de una serie miltiple (5) que converja uniformemente
sobre A,, entonces los nimeros ¢x serfn necesariamente coeficientes
de Fourier de la funcién f (¢).

Si en la serie (5) los coeficientes ¢, estén caleulados por las
férmulas (6), entonces la llamaremos serie de Fourier de la fun-
¢ién f (t) sin importar converge esta serie hacia f(f) o no. En este
caso escribiremos

1(8) <72 caetet, (M

Si la funcién € C*, la seérie (7) no obligatoriamente convergiré
hacia f (t) en todos los puntos ¢ € A, (véase el § 4.16).

Asignomos el vectorV = (Ny,.. . ., N,,), donde ¥, son los nGmeros
naturales y determinemos la respectiva suma particular de Fourier
de la funcién f del modo siguiente:

4
Swifiz)= 3 exe =i S S| emtt-af (1) dt =
| Ry 1Ny Balhyl<Ny

i=l.an Jast

=z § I Dwts—zpiae, ®

As i=1
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donde
1 Ny SGR(NI-{-%’-)-B
Dy, (u) =5+ P cosku:——-?_
h=t 25{‘!1?

eg el nicleo de Dirichlet de orden ;. Aqui hemos hecho use de la
férmula de Euler: ¢ + ¢-* = 2 cos z. '
En particular, st ¥y = N, = ... = N, = N, entonces

S (fim) =gz | 1 On (ty—2) 1 (1) . @)

Ay j=1
El anilogo multidimensional de la suma de Fejér tiene la forma
3w 3 0 >
e r(fi ) -
B .@a Sk (fi 2)

o D) =" T S E D
= | Ont—ima=2- [ oy @) @ty de, (9)
Aw

LYY

donde
" 1 snn-}-v-!-éi-.—"—t ”
O ()= ][ Foy e Foy ()= ey : (10)
=1 sen —
s ol nicleo de Fejér de orden N,. Si N, = ... = N, = N, entonces

en la férmula (9) el nicleo @y (#) un poco se simplificard.
Puesto que Dy (#)}==0, enlonces

- S Oy () du =1,
dw

Luego si A, ={|u;|<Ce, j=1, ..., n}, entonces

7§ Ox du< S [ Oy @ du =1,

by As
Ademas,
1
= j Dy (1) du — 0 (11)
A.\Ae
cuando N,— oo, ..., Np,— oo,

=180
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Demostremos la Gltima propiedad para el caso bidimensional:

% 3 D (1) diz =
As™A,
=R L § e § o Jemwns
[y pmessl va = ess|wssnly,|<n

<o S F, (u) du, + S Fy, (u) du,) =0
e uy =0 =] uy

cuando N, — oo y N,— oo (véase el § 4.16, propiedad 3) del micleo
de Fejér).
TEOREMA 1. §i la funcidn f () € C*, entonces

| (x) —ox (i @) llge—>0 (Ny—>o0, j=1, ..., n)

DEMOSTRACGION. En virtud de la propiedad del niicleo @y (k)
tenemos '
o (f; @) — 1 (&) = § U (@ + 1) —F (@)} Dw (1) .
Aw
De aqui

fox—1 1<z { D () |/ @+ 0—f(2) | de=
Aw .

= (Ox() | f (@0~ (2) [de+
Ay

= | Ox@If@+n—f@ dt,

A-'\Aé

donde & = 0 es un nimero arbitrario (0 <8 << m).

Puesto que segiin la condicién del teorema la funcién f (x} es
continua sobre A, ésta quedard acotada y uniformemente continua
sobre A,:

1f@) 1< M, Vz€Au (12)

para todo valor de & > 0 existe 8 > 0 tal que
@+t —f@ <3 (13)

para | t; | <6 (=1, ..., n)ypara todos valores dex, (z + t) € Bs.
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Ahora, tomando § de (13), en virtud de las propiedades del niicleo
@y (t) obtenemos

i M
lov—fI<gor fov@a+ 2L | oyma<
4y LAV
( M ke 1 s
Spw jOv@a+I | v dt=%+ 2L j Dy (¢) dt.
Aw LAY 5!\55

Ahora para el vector ¥* con coordenadas lo suficientemente gran-
des, en virtud de la propiedad (11), en la tltima desigualdad el
segundo sumando del segundo miembro se puede hacer, para ¥; >

=N Gi=1,...,n) menor que —;--

Entonces finalmenle obienemos

loy(f; @) —f (@) | <5 +5=¢

cuando N; > N} (f =1, ..., n), Vo € A,.
De aqui

Noy (fi @) — /(@) llex< &

y el teorema queda demostrado.

Observacién 1. El teorema demostrado so puede expresar con las
palabras siguientes: si f € C*, entonces la sucesion de sus sumas de
Fejér oy (f; &) = On,.....nn (s x) converge unijormemente hacia la
funcion f (z) a condicién de que Ny~ oo, . .., Ny~ oo,

Observacidn 2. El sistema de las funciones (3) es completo en C*
¥, por consiguienie, asimismo en Las (véase el § 4.17).

Observacidn 3. Ya hemos sefialado que la s erie miltiple de Fourier
de una funcién continua no obligatoriamente converge hacia ella
en todos los puntos de A,. Sin embargo, la suma mtltiple de Fe-
jér oy (f; @) de una funcién periédica continua f converge, como
hemos demostrado mas arriba, hacia f (z) en todos los puntos @ =
= (X .00y Zn) €A,

Es valido el siguiente

TEOREMA 2. La serie de Fourier (7) de la funcidn f € Ly« converge
en media cuadrdtica hacia f (z)

i) — Sx{fi @) I *+—=>0 (VNy—>oc0, ..., Ny o0)

y tiene lugar la igualdad de Parseval

T Mg =2 Len i
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LA DEMOSTRACION de esto teorema se puede llevar a cabo al igual

que en el caso unidimensional (véanse los §§ 4.9 y 4.17), valiéndose

de la observacién 2 acerca de la completitud del sistema (3).
Examinemos ahora la serie de Fourier (7) en el caso bidimensional.

Si hacemos uso de las formulas de Euler ™ = cos = &+ i sen z,
entonces (7) se transforma formalmente en serie

flz, ) ~ —'-l—zﬁ- + % 2, (a,oco8 kx -1 d,, sen k) +
h=1

1 o0
+3 D) (@or c0S Iy -+ coy Sen Iy) +
=1

- z 2 (@) cos kx cos Ly + b,y sen iz sen 1y

h=1 1=4

+ ¢y cos kx sen Ly 4 dy; sen kxcos ly),

donde hemos puesto

non
a“=-&1? S R { (1, v) cos ku cos v du dv,

- =7
iy B
b“=}% j 5 f (u, v) sen ku sen lv du dv,
- -7
q a
Cn=77 S Sj(u, v)cos fitt sen {v du dv,
- -7
non
du=% 5 S_f(u,u}sen ku cos lv du dv.
-1t -7

¥ dy; son los nlimeros reales.

(14)

Observacién 4. Si f (1, v) es una funcién real, entonces auy, briy Cxi

Notemos que podriamos deducir la serie (14) directamente, par-
tiendo del sistema de funciones, ortogonal sobre A, =
y<<ah
cos kz cos Iy, sen kx sen ly, cos kz sen ly, sen kx cos Iy
k, 1 =0, %1, =2, ...

La serie (14), donde los nlmeros @i, bre €rr ¥ dyg Se calculan

{(—n<

(16)

por las formulas (15) se llama serie de Fourier de la funcidn f segtin el
sistema trigonométrico de funciones (16). Los nimeros de (15) se deno-
minan coeficientes de Fourier de la funcién f segin el sistema (16).



§ 4.18 Teoria de series mtltiples de Fourier 300

Ahora bien, la serie miltiple de Fourier se puede escribir tanto
en la forma compleja (7) como en la forma de una serie trigonométri-
ca miiltiple (141;.

Si volvemos a examinar el caso n-dimensional, suponiendo que

jecr, ZLece,

el coeficiente de Fourier ¢y, donde k, 5% 0, se puede transformar del
modo siguiente:

1 - e
_:‘.‘g::-[*é-n)—n 5 e-iktf (£) dt =

Ay
nél &
= —|‘ i "}f! by
- (E;J“ e = dty L dty, | e Batef (1) dty;
a;?'ll -

integrando por partes en la Gltima integral (=7 (), e-ntngdf =
= dv) obtenemos
n=-1

F n
1 =i 3 Aty { af (1)
T =] =ihntn L0207 P
Cp = T e ¥ dty . ..dt,_, 5 T e = ikn T dt,
A'.“"“ -7
. at
T c*( a:n)’

AP ={—aLs, <N, j=1,2, ..., n—1}.

En general, si A = (A, ., ., A,) es el vector entero no negativo
dado y f® € C*, para un vector entero no negative cualquiera
S<CA (sy<<Ap J=1, ..., n), entonces después de la aplicacién
respectiva del proceso de integracién por partes (teniendo en cuenta
la periodicidad de la funcién f y de todas sus derivadas) obtenemos:

s () ==z e (1), (17)

donde
A =24y K=Kk ... K
i=1

Ademés suponemos que si k; = 0, entonces A, = 0 y !c_f-"' = (¢t =
= 1. Los nimeros c¢x (fY) son los coeficientes de Fourier de la
derivada

ala+...+ln, al*ly
ekt . akn T Bk aghn T

T B
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TEOREMA 3. Supongamos que d = (hy, . .., Ay) es un veclor con
componentes enteros positivos y la funcién f (@) = f (&;, - - ., 7.} € C¥,
junto con sus derivadas parciales f*) del orden k< M (kj, ;\.;, j=
=4, .. B) yoe cu_mplen las inecuaciones

o § e @ <o (19
Aw
para todo vector 1 = (L, . .., l,) que tenga loscomponentesl; iguales
a cero 0 a Ay

v kz
= ~ <} N
ISR
N P
= Ny (Mo RS

B 3 (5] I
S N
S S
S N
N M| LN+

Rl T E
h\\ 0 N 7
\ﬁl Sylfhx)| B3
3 N
S “ R
S IR

ey

SENS N NSSES

Fig. 118a

Entonces la suma de Fourier Sy (f; ) (N = (Ny, ..., N;)) de la
funcion f se desvia de f (xz) con la estimacién

L (@) —Sx (f; 2) |<<eM D) ==
= Ay e
donde ¢ no depende de M ni de N; y depende solamente de h.

DEMOSTRACION. Para mayor sencillez, vamos & estimar el residuo
de la serie de Fourier de la funcidn en el caso bidimensional

px(f; 2)=( 2 i‘ 4+ D2 )exeika,

12Ny hy==00 k| SNl Ra >Ny

’ (19)

8i examinamos el plano de los puntos (k,, k,} (fig. 118a), entonces
del término residual py (f; ) forman parte los términos de la serie
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de Fourier que corresponden a los puntos {k;, k;) con coordenadas
de nimeros enteros, pertenecientes a la parte rayada.
Tomando en cuenta que | &** | = 1, tenemos

len(i o I<( 2 i + 2 ?:r )ex|=
I NES A

112Niky=~2  |hilgNi |k

= 2 lemol+ 2 2 leal+

| B [>Ny [ Ry [>Ny | ke[

2 leal+ X 2 lexl.

TRy|>Ny t<ih SN R >N,

En virtud de la férmula (17) obtenemos
; 1 i
lox(fi ) IS D) mﬁlq,,o(a’{l)l*‘

1Ry 12N,
hitdy
%+ 2 E ' c"(ai{-la,;{-)l-i-

ry A
1R I>N Ry (34 | g 1M 45

+ 3

Ay
Ik:!"' ’Cu.k. (ﬁ:‘z}{') ]+

1kal >N
{ 8&1'!'1-:
+ 2 Z | & Ilslk !l.,ck(azlra;{r)l'
1K 1SN R I5N, | i S

Aplicando la desigualdad de Buniakovski para las sumas (véase
nuestro libro « Matemadticas superiores. Elementos de &lgebra lineal
y de geometria analiticas, § 6 (7)), obtenemos

lex(fi o) i< 3 ?1?‘_)1;2‘( > lcxl.n(%:%)[z)m+
I i>N, T ThI>N 1

+( 3 5 ;‘_?_‘1_@)1}2( % = [“ Ta:%:_;_é'_”z)ua-l“

121 [>Na | Ral321 1R >N [Ae |21

1 12 sy y
+(I*’§N"E§T] (n.%m,lcn'h(az’z")l) +

1 1/2
'+’( 2 2 k‘za,,"i)..) X
1K) R SN Re >Ny E 72

x( 2 2 |¢h grithay )’a)m.

il Xy P} Ay
Lg ke |SSNy [Rg [Ny A 9Ty
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Ahora, en virtud de la igualdad de Parseval y de (18) tenemos,
=1 7i=1 ... nh

My ¢
Lox(fs &) lKm— "7 “ axi L,,- 1l_-| 0zt 9zhs
(NrH) (Ny+1)
¢ all*’av:f
“ a.:l’ Lix :\,-_i Ezi“ 0:%' La*
(N,+t (N,+1; 2
ch( i e s ._).
M- A= g
(N+1) 2 (Ve B
Ahora bien,
1
ow (/5 z)lécM( o - 1). (20)
(N1 2 (N 2

donde la constante ¢ no depende de M ni do V;, ni de NV,.

En el caso n-dimensional la estimacién del residuo se puede llevar
a cabo del modo semejante.

La estimacién (20) dice que la serie de Fourier de la funcibén
f {z) converge uniformemente sobre A, cuando My > 1, f=1,... n

En virtud del teorema 2 la serie de Fourier de la funcién f con-
verge en media cuadritica hacia f (z). En tal caso esta serie converge
de un modo uniforme justamente hacia la funcién f (x) (véase a con-
tinuacién el lema 1) y por eso *

T i
Low(fs @) | = | (@) — S (13 2) |<<eM 3 (¥, +1)7 "2
j=
y el teorema queda demostrado.

COROLARIO 1. Si la funcidn f € C* y sus derivadas parciales que
tienen la forma

6/ af i) atf an-1f
oy o T Ty I " B B T By e B
an-1f anf
Y Fxg ... 02" Bz ... &:nec'

entonces la serie nuiltiple de Fourier de la funcién f (x) converge unifor-
“memente sobre A, hacla la funcién | (x).
LEMA 1. Si la serie

iy (@) + uy @) + ...

de las funciones continuas sobre la regidn Q cc R, converge en media
cuadrética hacia la funcién continua S {x) y al mismo tiempo esta serie
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converge uniformemente sobre Q hacia la funcidn ¢ (x), enlonces para
todos los puntos x € Q

S (@) = o ().
DEMOSTRACION. Supongamos que 8y (#) es la suma de los pri-
meros N términos de la serie, V < Q es una esfera arbitraria y

%y = mix | @ (2)— Sy (2) |-
x=EYV

Segin la condicién del lema y 5 — 0 (N — o). Por eso en virtud
de la desigualdad triangular (véase el § 4.8)

(f15@—0@ra)"<

v
< (S |S($)—Sn(x)]2dx)l,’z+(j | Sw (w)“‘P{ﬂfH’dE)”!..‘";_
¥ v

< (§ 1@ =8y (@) Pde)" + 1y VRV >0 (N~ 00).
v

Por consiguiente, el primer miembro de la dltima inecuacién es
igual a cero (éste no depende de N):

i | S (x) — @ (2)? | dov=0.

Luego, puesto que segin la condicién la funcién § (z) es continua
sobre Q y @ (x) serd continua también sobre Q como suma de la serie
uniformemente convergente de las funciones continuas, para todos
los valores de = € V

Sz} — o (z)=0.
Si supusiéramos que existe al menos un punto x° en el cual
(S (=% — ¢ (x))* >0,
entonces obtendriamos que
S (S(x)—p(z))dz>0
v

(véase nuestro libro «Matematicas superiores. Céalculo diferencial
e integrals, § 6.2, teorema 8).
Luego, puesto que V es una esera arbitraria que forma parte de la
region & (conjunto conexo abierto), entonces
Sa) =9, VYVrcQ

vy el lema gqueda demostrado.
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TEOREMA &. Para la funcién f € C*, cuando un valor arbiirario
de n >0, tiene lugor la igualdad

Sx(f; @)—fla)= ,:.,é II Ow, ) Uf (@ -+ ) — 1 (@)} du+ o (1)

ni=t

(N —o0) (21)

uniformemente sobre toda regidn Q c A,.
Aqui el conjunto K, (cruz) es la unién de los conjuntos

Qa={lujl<<n} (j=1, ..., n), o sea, KT':JE: Qe

El simbolo N —+ oo significa que N,~» o0, ..., N,— co.

El teorema tiene lugar también si la funeién f es simplemente
integrable (segiin Riemann o Lebesgue). No vamos a demostrar este
teorema, notemos sblo que para demostrarlo es necesario utilizar
las propiedades de las integrales multiples de Fourier que son analo-
gas a las de las integrales unidimensionales de Fourier (véase el
§ 4.12, f6érmulas (9), (10) y (11)).

Notemos, adem4s, que en la férmula (21) no se puede sustituir
el conjunto (cruz) Ky por el cubo Aq = {|u; | <m, j=1, ..., n}
¥ en esto consiste la diferencia esencial entre las series de Fourier
d;a las funciones de muchas variables y de las funciones de una varia-
ble.

La férmula (21) puede ser utilizada al obtener distintos criterios
suficientes de convergencia de una serie miiltiple de Fourier hacia
la funecién f (x) en dependencia de las propiedades de la funcién f (z),



Capitulo 5

Ecuaciones
de [a fisica matemdfica

§ 5.1. Temperatura de un cuerpo

Examinemos un cuerpo fisico Q. Designemos su temperatura en el
punto (z, y, z) en el instante { por

u=ufzy st
Mostremos que la funcién u satisface la ecuacién diferencial
Ju % 3% 7
= (gt ar) @y 2€Q M
o bien, si hacemos uso de la designacion
at L) at
b=zt t
satisface la ecuacidn
LY 1’
= Au (1"}
que se llama ecuacidn de conduccion del calor. La \i'ltima girve (.ie ejem-
plo de una ecuacién diferencial lineal en derivadas parciales de
segundo orden. ]
Examinemos un cubo elemental ¢ del cuerpo Q (fig. 119). La
cantidad de calor que atraviesa la cara izquierda de ¢ de derecha
a izquierda durante el tiempo (¢, £ + Af)

es igual, con una exactitud hasta infi-
nitésimos de orden superior, a

b
cr.-gz—(x, ¥, %, t)AyAzAt.

Aqui o es el coeficiente de conductibi-
lidad térmica del cuerpo el cual se con-
sidera constante en cualquiera de sus
puntos. El hecho consiste en que la can-
tidad indicada de calor es, evidente-
mente, proporcional al nimero «, al Fig. 118.

4rea AyAz de la cara que se examina,

al incremento de tiempo At y a la velocidad de variscién de la tem-

peratura en la direccién del eje z que esigual a la derivada parcial %%.
La derivada parcial varia dentro de los limites de la cara, pero,
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despreciando infinitésimos de orden superior, se puede suponer que
ella por dogquier en esta cara es igual a %’E en el punto (z, y, z, ).

La cantidad de calor que pasa por la cara derecha de o de dere-
cha a izquierda es, evidentemente, igual a

a-g-'-;—(.t-l-Az, Y, 2, Y AyAzAtL.

La cantidad de calor gue entra en el cubo & por sus caras izquierda
y derecha durante el lapso de indicado es igual a

a%-(z—l—Ax. ¥ 2, z)ﬁyAzM-—m%z-{x. ¥, z, t)AyAz At~

@
~aa (2, ¥ 2, ) AzAy Az AL

La cantidad total de calor que entra en o en el lapso
(t, t + At) es, evidentemente, ignal a la suma de las cantidades de
calor que entran durante este tiempo por todas las caras de a:

dlu

i}
a(g—;:+?§;-+-%:—-) AzrAyAzAt. (2)

Poro este numero (cantidad de calor) es igual también a
B Az AyAzAL, @)

donde f es el calor especifico del cuerpo que consideramos constante
en todos sus puntos. .

Igualando las magnitudes de (2) y (3), obtenemos, después de las
simplificaciones, la ecuacién diferencial (1), donde

@
a2 = —_
B

_ Pues, hemos mostrado que la temperatura del cuerpo Q es la

- funcibn v = u (z, y, 2, t) que satisface la ecuacién (1), donde a® es
la constante positiva cuyo significadoe fisico ha sido explicade més

. arriba, Es que nos hemos limitado al caso cuendo el cuerpo tiene en
‘todos sus puntos un calor especifico constante y un coeficiente de
conductibilidad invariable.

La ecuacién diferencial (1) tiene un conjunte infinito desoluciones.
Para hallar entre ellas una solucién determinada es necesario imponer
sobre la funcién u condiciones adicionales. Suelen ser las asi llama-
das condiciones iniciales y de frontera.

A continuacién examinaremos varios problemas mateméticos
relacionados con esta cuestidn.
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§ 5.2. Problema de Dirichlet

La distribucién del calor en un cuerpo se llama estacionaria si la
temperatura u del cuerpo depende de la posicién del punto (z, y, 2)
y no depende del tiempe {, o sea,

u=u(z, ¥, 7).
En este caso

du

=0
y la funcion u satisface la ecuacién

Au = 0.

DEFINICION. La funcidn u (z, y, z) se llama armdnica sobre la re-
gion Q2 si tiene derivadas parciales continuas de segundo orden sobre £
y satisface sobre € Ja ecuacién

Au = 0. 1)

La ecuacién (1) se llama ecuacidn de Laplace'). Es valido el
siguiente

TEOREMA 1. Supongamos que la regién limitada Q del espacio tiene
una frontera suave a trozos (de la superficie) ' sobre la cual se da la
funcién continua f (x, y, 2). Entonces en la clausura Q eziste la iinica
funcién continua w (z, y, 2z), arménica sobre S, ial que

ul. =f(= v 2.

El teorema 1 tiene una interpretacién fisica evidente. Si sobre
la frontera I' del cuerpo Q se mantiene sin interrupcién una tempera-
tura u, igual a u |, = f (z, y, z) donde f (z, y, z) es la funcién con-
tinva dada sobre I', entonces dentro del cuerpo se establece la tem-
peratura bien determinada (inica) u (z, y, z). Desde el punto de
vista de la fisica esta afirmacién debe considerarse evidente. Sin
embargo, puede ser demostrada asimismo mateméticamente. Este
problema, llamado problema de Dirichlet, esti investigado muy bien;
con la particularidad de que, se dan diferentes métodos aproximades
de su resolucién.

El problema de Dirichlet tiene gran aplicacién préctica también
en un caso plano, En el caso plano este problema ce enuncia asi.

Sobre la frontera suave a trozos I' de una regién plana Q est4 dada
una funcién continua f (z, ). Es necesario hallar una funcién u (z, y)

que sea continua sobre Q = § + I' y arménica sobre Q, es decir,

1} P. 8. Laplace (17490—1827), ilustre matematico y fisico francés.
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que tenga las derivadas parciales segundas continuas y sati faga la
ecuacion de Laplace sobre Q:

Au=10 (ﬁ‘———-g-;—i—-{-—c;;})

Este problema se resuelve positivamente: sobre § existe, y solo
la fdnica funcién u (z, y) que satisface los requisitos de esta pro-

blema.

Sobre todo son importantes los casos cuando el problema de
Dirichlet se resuelve de manera efectiva.

A conlinuacién ofrecemos la resolucion electiva del problema de
Dirichlet para un circulo.

§ 5.3. Problema de Dirichlet
para un circulo

TEOREMA 1. Sea ¢ un circulo unitario abierto que liene por centro
el origen del sistema rectangular de coordenadas (z, y) y sobre su frontera
viene dada una funcién continua | (8) (de perfodo 2m), donde 0 es el
dngulo polar de un punto de T'. Entonces en la clausura e = o + I' del
circulo o existe y sélo la inica funcién u (x, y) que sea continua sobre o,
arménica sobre o e igual a f (8) sobre I':

u Ir = i {Bj' “)

Ln las coordenadas polares (p, 8) la funcién u = u (p, 0) se escribe
en la forma de la serie

u(p, 9)=%+ ) p* (a, cos kB + b, sen k6), (2)

k=1
donde

@l 17, cos kO -
5 }_-?‘-_Sﬂf{ﬁ){ s ]dﬂ k=0, 1,2, ...)

son los coeficientes de Fourier de la funcién f (9).

Demostremos el teorema 1 suponiendo que la funcion 7 () tiene
la derivada segunda continua, aunque el teorema es justo también
si f.(8) es simplemente continua.

Desarrollemos la funcién f (0) en serie de Fourier

1 (8) =3+ 3\ (a; cos kB + by sen £6).
h={
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Como f (0) tiene la derivada segunda continua, entonces

2 2M
lay 1< by IS, k0, (3

donde la constante M = mix |f"(t) ] (véase el § 4.7).

—naien
Tenemos | p* (ay cos kB + by sen A0) 1< lax [+ 10a | (O <p < 1),
v puesto que la serie

||+ D tant+ 10 pstl+am 3

k=1 h=1{
converge, entonces, seglin el teorema de Weierstrass, la serie (2)

converge uniformemente sobre o. Pero entonces u (p, 8) es una
funcién continua sobre o, como la suma de la serie uniformemente

convergente de las funciones continuas. Ademis,

u(l, B) =3+ D) (aycoskO-+ by sen k0) =7 (6),
R=1
o sea, se cumple la propiedad (1).
Cada término de la serie (2) satisface la ecuacién de Laplace en
coordenadas polares )

] 1 a%u i du
Au:Tpr-i-F'f'W"l'T"éF:G

(véase nuestro libro sMatematicas superiores. Cilculo diferencial
e integraly § 9.9, ejemplo 3). Ademds, tienen lugar las igualdades
0<p <)

a—;= ) kpt1(ay cos k8 + by sen k6),
h={

T4 = 3} k(k—1) 0" (ay cos kO + by sen k6), (4).
he=2

Bu =3} k" (— @y cos k8 — by sen k).
k=1 4

En el caso dado la derivacion de la serie (2) término a término es
legitima, porque para todo nGmero positivo py <<1 los términos de
las series (4) no superan, respectivamente, el niimero

AM
phk? — 5 = 4Mp} (0<<p=<<po)
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v la serie
4M§;p§<m (0 < po<<1)

converge.
Por eso la suma de la serie (2) u (p, 6) e3 la solucién del problema
planteado (es una funcién arménica).
El hecho de que la solucién del prob ema de Dirichlet sea la
dinica, no vamos a demost arlo.

§ 5.4. Problema de Dirichlet
para un semiplano

Supon amos que en el semiplano R} = {—oo <<z <Coo,y>0}es
preciso hallar una-solucién acotada de la ecuacién de Laplace

Au =0 (1)
que satisfaga la condicién de frontera
u(z, 0) =@ (z) (—o0 <z <00 (2)

Es facil comprobar que las funciones
uy, (z, y)} = la (& Joos Az + B (A) sen Azl exp (~Ay)

para todo nimero fijo A > 0 estin acotadas y son arménicas so-
bre R}, o sea, satisfacen sobre R, la ecuacién (1). Pero entonces la
suma de tales funciones, e incluso la integral tomada sobre el pard-
metro, serd asimismo la solucién de la ecuaecidn (1):
uiz, yy= s [et (A) cos hz 4P (A) sen hz] exp ( —Ay) dA (3)
]
con tal de que sea legitima la derivacién bajo el signo integral res-

pecto a los pardmetros x e y. Las constantas a (A) y p (A) las hallamos
de la condicién (2)

u(z, 0)= 3 [a (A) 08 Az + B (A) sen Az] dA = ¢ (z). (4)
]
Escribamos el desarrollo de la funcién ¢ (z) en integral de Fourier
@ (x)= S {(—:‘— s q:(ﬁ)cosghdg) cos Az +
1] -

4 (.RL °5= ¢ (&) sen EA dﬁ) sen ?u:} dh.  (3)
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Comparando las férmulas {4) y (5), vernos que

@)=+ 5 @ @) costAdt, By =+ | o@sontrdE (B

Sustituyendo estas funciones en (3), obtenemos

u(z, ¥) == iexp(—-ly}[f @ (t)cos . (t—z) dt ] dh=

= °§ (t)[j exp (—hy) cos A (t—z) dh] dt.

Conforme al § 4.14, ejémplo 4), tenemos
17 .
ulz, y)y=— I ‘P(f}';q_%'f—‘_*,—)r. (39

QObservacién 1. Supongamos que la funcién ¢ (z) tiene derivadas
continuas hasta el cuarto orden inclusive y satisface las condiciones

" (2) 0, z—oc0 (=0, 1, 2, 3, 4);

M= 5 1" (z) |dz < oo (k=0, 1, 2, 3, 4).

Entonces de (6) resultan las estimaciones

le ) ISy | B® IS5 (7)
donde ¢ es cierta constante. En efecto, si |A | <1, entonces
17 2M,
1“(3-)1%7) l'P(EJId«E:MnéT:i_—k:"- 3

Si | A | = 1, entonces, integrando cuatro veces por partes, obtenemos

@) =1 @ 25% §q= (B) sen A x dE =
= — 5 ¢ (®)senAEdE=...=— 1 j @@ () cos B dE,
de donde
la(h) | < fE< 20 9)

21-180
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De (8) y (9) se deducela primera desigualdad (7). La segunda desigual-
dad (7) se demuestra de un modo anélogo.

Las estimaciones (7) aseguran la exisl.encia‘, la continuidad y el
caracter acotado de las funciones u, '%:?l;" -g—y-‘;— en el semiplano
superior f;.

Observacién 2. Se puede demostrar gue si la funcién ¢ {(z) es
continua y estd acotada sobre (—co, o), entonces la solucién del
problema de Dirichlet, obtenida con ayuda de la férmula (3'), para
el semiplano superior es la finica en la clase de funciones acotadas.

§ 5.5. Ecuacién de conduccion
del calor por una barra

Examinemos una barra fina aislada {revestida con un aislamiento
térmico) que se halla sobre el segmento [0, n} del eje z (fig. 120).
Se supone que sus propiedades fisicas son iguales en los puntos de
cualquier seccién de la misma. Por eso la
temperatura de la barra es la funcidén

¥
u = uz i)

de 1a abscisa x de la seccién y del tiem-

po t.

En virtnd de lo dicho en el §5.1 la

GI T X funcién u satisface la ecuacion diferencial
. en lay derivadas parciales
¥Fig. 120, ou atu

N el T 1

donde a® >0 es ]a constante, si suponemos que la capacidad calori-

fica y la conduccidn del calor de la barra no dependen de z.
Planteemos el problema: hallar una funcién u (z, 1), continua

parat =0, 0 < < n, que tenga las derivadas parciales continuas

]
g};_: Y gf‘ para t =0, 0 <{ z < nt y satisfaga la ecuacidn diferencial

(1) para ¢t >0, 0 <<z << m, y las condiciones siguientes:
i) la condicién inicial
ulr, 0)=f() O<z<n) : (2)
donde f (z) es la funcién continua dada sobre el segmento [0, m};
2) las condiciones de frontera
v, t)=u(n,t)=0, ¥Yt=0 (3)

Ahora bien, se supoue que en el instante inicial de tiempo ¢t = 0
la temperatura de la barra se expresa por la funcién f (z) (véase (2))
y durante el tiempo de realizacién del experimento en los extremos
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de Ia barra se mantiene artificialmente la temperatura igual a cero
(véase (3)).

Resolvamos la ecuacién (1) por el método de Fourier de separacién
de variables. La esencia de este método consiste en buscar soluciones’
particulares de la ecuacién (1), que satisfagan tan sélo las condiciones
de frontera (3), en forma del producto de dos funciones cada una de
las cuales no depende sino de una variable:

ulz, t) =X (z) T (1). (4
En este caso buscamos soluciones no triviales, es decir, no iguales
idénticamente a cero. De (4) tenemos
8 arX » Ou
sa=T OG5 =TX", -=XT.
Sustituyendo estas expresiones en (1), obtenemos
i X"

e e o )

En (5) €l primer miembro no depende de z y el segundo no depende de
t, por eso

T BT e s ®)

donde u es cierta constante,

Ahora bien, las funciones X (z) y T (t) satisfacen las ecuaciones
diferenciales ordinarias

X" 4 pX =0. (7)
T 4 el =0, (8)

donde p es cierta constante.

Puesto que buscamos soluciones que satisfagan las condiciones
(3), para todos los valores de ¢ deben cumplirse las ignaldades
7 w0, ) =XO0O)T{t)=0, un )=X )T (@) =0
Si suponemos que T (t) = 0, V!, entonces u (z, ) =0 para todos
los valores de = y t. Por eso existe al menos un valor do ¢t para el cual
T (t) == 0. Pero entonces

X0 =X (n) = (9)

Hemos llegado al problema siguiente. Es necesario hallar tales
nimeros w para los cuales la ecuacién diferencial (7) tiene una solu-
cién no trivial (no igual idénticamente a cero) sobre el segmento
[0, n] 1a cual satisfaga las condiciones de frontera (9).

Este problema se llama problema de Sturm — Liouville ') para

3 J. Liouville (1802—1882), matemitico francés, J. Ch. F. Sturm ($803—
1855), matematico francés.

n=
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la ecuacidn (7) sobre el segmento (0, ] a las condiciones de frontera
{9). Los numeros buscados p. se denominan valores propios del problema
de Sturm — Liouville y las funciones no triviales respectivas que
satisfacen las condiciones de frontera (9) se llaman funciones propias
correspondientes a estos valores.

Busquemos la solucién de} problema planteado entre los numeros
positivos g = A% =0 (A =0). En este caso los nimeros =ik son
las raices de la ecuacién caracteristica, por eso la solucién general de
la ecuacién (7) se escribird asi:

X (z) = C, cos Lz + €, sen Ax.
De (9) encontramos
0=Cy,
0=C, coshn - C,sen An,

Para obtener upa solucidén que no sea igual idénticamente a cero
es necesario considerar €, 5= 0 y sen An = 0. Esto ltimo es posible
solamente para los niimeros naturales A = k =1, 2, 3, . . .. A cada
k Ye corresponde la solucidn

Xp(z)=dpsenkz (k=1,2,...)

que satisface, evidentemente, las condiciones de frontera (9). Es la
solucién no trivial (no igual idénticamente a cero) de la ecuacién (7).
Asi, pues, los niimeros

py =k (k=1,23 ...

son los valores propios del problema de frontera mencionado arriba
(problema de Sturm — Liouville) y las funciones

Xp=dpysenkz (k=1,2,...)

para dy 5= 0 son las funeiones propias correspondientes a estos valores.

Hemos hallado todos los valores propios y las funciones propias
del problema planieado de Sturm — Liouville, por cuanto, cual-
quiera que sea p << 0, la ecuacién diferencial (7) tiene s6lo 1a solucién
trivial (igual idénticamente a cero) que satisface las condiciones
X({0) =X (xn)=0

q:m}

} o Rk C,sen An=0.

. En efecto, cuando p = —A* << 0 la solucién general de la ecua-
¢i6n (7) tiene la forma X = Cye** + Cpe-**. Hallemos las constantes
C, vy C, dé la condicién (9):

0'= C1+02' }

0=C "3 Coe—"

Tl determinante de este sistema

1 1
81“ e- EE

=e—m_35\n$;= 0'
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por eso el sistema tiene solamente la solucidn trivial Cy = Cy = 0;
Asi; pues, para p = —A* << 0 no existe una solucién pg‘rticiﬁar: de
la ecuacién (7) que no sea igual idénticamente a cero y satisfaga las
condiciones (9).

Si u = 0, la ecuacién caracteristica tendra el nimero ceroe como
raiz miltiple, por eso la solucién general (7) se eseribird asf:

X (@) = €, + Cuz.

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno, obtenemos C; = 0,
C,+ Con =0, de donde C, = C, = 0 y X (z) =0,

Queda resolver la ecuacién (8) para p, = &* hallados:

T'+ el =0, S — —a%2dt, T ()= A, exp(—a%?),
donde A4, es la constante arbitraria.
Asi, pues,

uy (z, t) = by exp (—a*k%) sen kx (by = Apdy) (10)

son las soluciones particulares de Ia ecuacién (1) que satisfacen las
condiciones de contorno (3).

Es f4cil ver que la suma finita arbitraria

N
Uy (z, t)= 321 by exp (— a2k?t) sen kz,

donde b, son las constantes arbitrarias que, a su vez, son la solucién
de la ecuacién diferencial (1) la cual satisface las condiciones de
frontera uy (0, 2} = uy (%, t) = 0. Perc entonces la suma de la
serie infinita

w(z, t)= kzl by exp (— a%k®t) sen kzx (11)

también satisfard la ecuacién (1) y las condiciones de frontera
st (0, 2) = u (x, t) = 0 siempre que los coeficientes by, sean suficiente-
mente pequeiios.

lEisccu,iau:ms ahora los nimeros b, de modo que se cumpla la igual-
dag

u(x, 0) =f(z)=k§1 bysen kz {0 m). (12)

Los nimeros &, se seleccionan de un modo Gnico, a saber, por la
formnla

by = f(t)sen ktdt,

=
33

n
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o sea, deben ser coeficientes de Fourier de la funcién [ (véase el
§ 4.3).

Si la funcion f (x) es continua sobre [0, n], entonces la serie (12)
converge hacia ella en media cuadrética sobre [0, xt] (véase el § 4.10,
teorema 2). Si resulta que la serie

2 | bal<<oo
K=1
converge, entonces debido a las desigualdades
| by exp (—a®k%) sen kz | < | by | (13}

la serie (11) converge uniformemenie y su suma serd la funcién
continua para ¢t => 0.

Cuando ¢t >0, la serie (11) converge con gran rapidez: ésta puede
ser derivada término a lérmino lantas veces como se quiera. En
particular,

==
2
%: — D) kb, exp (— a%k?) sen kz,
A=t (14)
a - -
=0 D) k2by exp (- a*k°t) sen kz,
h=1
de donde se ve que
g Bu
BT e

La legitimidad de las igualdades (14), es decir, de la derivabilidad
de la serie (11) término a término para ¢t >0 se puede examinar del
modo siguiente. Si se da £ >0, tomemos ¢, de modo que 0 << ty<<t.
Entonces, por ejemplo, si se trata de la primera serie (14), suponiendo
que | by | < M, tendremos

[ k%, exp (—atk?t) sen kx | << MK? exp (—a®h%to).
Pero la serie formada de los ndmeros positivos (jconstantes!)
M Y krexp (— a?kity) << oo
A=

converge (lo que se puede comprobar por el criterio de d'Alembert.
o el de Cauchy) y esto junto con la estimacién (13) muestra que la
derivacién realizada dos veces término a término respecto a T es
legitima.
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Observacién. Anteriormente hemos obtenido que el problema de
Sturm — Liouville

X"+pX =0, X0 =X@@=0 (15)
tiene los valores propios
po=1, pg=4, pa=9 ..., pa=48, ... (16)

Estos valores son positivos y les corresponden las funciones propias.
sen z, sen 2z, sen3z, ... senkr, ... 17y

que forman el sistema ortogonal sobre el segmento {0, =]:
n

isenkssenl:rd:=0 (k== 1).

De la teoria de las series trigonométricas se sabe gue el sistema (17)
es completo en L, (0, x) (véase el § 4.10, teorema 2), es decir, la
serie de Fourier de una funcién arbitraria, suave a trozos sobre el
segmento [0, m], segiin este sistema converge hacia ella en media
cuadrética. '

El lector puede encontrar en el § 5.10 algunas nociones que gene-
ralizan estos hechos.

§ 5.6. Conduccién del calor para
una barra infinita

Conforme al § 5.5 la temperatura u (z, y) del punto x de una barra en
el instante ¢ satisface la ecuacién diferencial

du o Pu
TRy = (1)
Veamos una barra infinita {(—oo < z << oo0). Las condiciones de
contorno en este caso no son de rigor, por eso buscaremos una solucidn
acotada de la ecuacidn (1) que satisfaga s6lo la condicién inicial

U e = u(z, 0) = ¢ (z), @)

donde la funcién ¢ (z) estd definida sobre todo el eje real. Supondre-
mos que la funcién ¢ es continua y pertenece a L’ (—oo, o), Este
problema se denomina problema de Cauchy para la ecuacién (1),
Para simplificar la notacién a continuacién supondremos & = 1.
Para resolver el problema planteado apliquemos el método de
separacion de variables que lleva el nombre de Fourier. Buscaremos
la solucién particular en la forma

uiz, 1) =X (z) T (t).
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Sustituyendo esta funcién en (1), obtenemos

X _ 1
X T

T'=pT, 3

X* =X (%)

La solucién de la ecuacién (3) tiene la forma
T (@) == C exp (pi).

Teniendo en cuenta las consideraciones fisicas, esta claro que la
temperatura u (z, t) = X (z) T () no puede crecer indefinidamente
cuando ¢t — oo. Esto quiere decir que la constante p debe ser negati-
va. Pongamos p = —A?% Entonces la solucion de la ecuacion (4)
serd la siguiente:
X (@) = A (A)cos Az + B (A) sen Azx.

La funcién

uy (z, t) = la (M) cos Az + P (A) sen Ax] exp (—A%) (5)

es una solucién particular de la ecuacién (1) para VA. Pero entonces
la suma de tales soluciones, e incluse la integral de la funcién (5)
respecto al pardmetro A, serd asimismo solucién de la ecuacién (i)

u(z, t)= S { (A) cos Az -+ P (A) sen Az) exp (—1%A) dhe  (6)
) ;

Naturalmente, las funciones & (A) y f (&) deben decrecer con bastante
rapidez hacia cero para que sea legitimo derivar (6) respecto a los
pardmetros z y ¢. Las funciones e (A) y p (A) se determinan a partir
de la condicién inicial

u(z, 0)= 5 [ (A) cog Az -+ B (M) semhz) dh = @ (). (7)
L]

Escribamos el desarrollo de la funcién ¢ en integral de Fourier (véase
el § 443, (1)x

o(z)= f{(%— ? R (3] ws&dﬁ)cosh-{-

+(= §° ¢ (B) sen At dE) sen Az} dh.  (8)



§ 5.7. Vibraclones pequefias d¢ una cuerda 329

Comparando las féormulas (7) y (8) vemos que

oo a0

o)== | o costhdt, P =+ | o®senthdE. (9

Sustituyendo estos valores en (6), obtenemos (véese el § 4.14, (12))

e -
0

u(z, t)=—1- ““'[ 3.“ @ (B cosh (E—x) dﬁ]axp (=A%) dh =

m,ln- 5 :p{:c+§)[Saxp(-—ﬁ.‘t)coslgdx] dg =

= (J..=—"'T)=iT 3“ tp(x+§)[s exp (—z22) cos% -i:-;—I dt=

-c0 0

= { ot Texp(—2) =

-

e 1}5 imlhx)axp(-—%—:-)d%- (10y

Asi, el problema (1), (2) queda resuelte por completo.

Observacién 1. Si la funcién ¢ satisface las condiciones sefialadas
en la observacion 1 del § 5.4, entonces la solucién del problema de
Cauchy obtenida mediante la férmula (10) serd continua y acotada

. . din du . sg o m .
junto con sus derivadas -5;'{, 3 ¥ serd solucién tinica en esta clase
de funciones acotadas.

§ 5.7. Vibraciones pequeias
de una cuerda

Se llama cuerda un hilo fino que resiste a la traccién y no resiste a
l1a flexién. Si una cuerda floja se somete al arrugamiento, no opondra
ninguna resistencia; sin embargo, si se estira, en ella surgirédn ten-
siones.

Supongamos que los extremos de un trozo de cuerda tensa estan
sujetos en los puntos z = a y x = b del eje z. Supongamos también
que la magnitud de la tensién que surge en ella es igual a 7', Supondre-
mos luego que la densidad de la cuerda en toda su extensién es igual
a p. Hagamos salir del equilibric nuestra cuerda en el instante
t = 0, por ejemplo, tirémosla con el dedo hacia un lado y



‘830 Cap. 5. Ecuaciones de la fisica matemética

dejemos que vibre (oscile) libremente efectuando pequefias vibra-
ciones,

En el instante ¢ designaremos la desviacién de la cuerda en
un punto cualquiera de la misma cuya abscisa es x por

u=ulz,t) ez t =0).

Escribamos la ecuacién diferencial a la cual satisface la funcién u.
La fig. 121 muestra el grafico de nuestra cuerda en el instante f.

% C
4 g
1
D Vo
4 i -
ol a x L+A4x b x

Fig. 124.

El elemento de éste correspondiente al segmento [z, z -+ Az}

estd sometido a la accién de dos fuerzas de tension BC y 4AD. La
magnitud escalar de cada una de estas fuerzas es igual a T

| BC| = 4D | = T.

La fuerza BC esté aplicada al punto B, que tiene por abscisa z + Az,
esté orientada por la recta tangente a la cuerda en este punto y forma
-con el sentido positivo del eje x ! 4ngulo « cuya tangente es igual a

___Ou(z+4ax, 1)

R 6z =

Puesto que la cuerda realiza vibraciones pequefiag, se puede conside-
rar, aproXimadamente,

tg o =~zsen a.
Ahora bien,

du (z2+4z, ¥)

sen o~ Bz .

La proyeccién dela fuerza BC sobre el eje u es, evidentemente, igual a

du {x-}-Az, 1)

Tsena~T P

La proyeccién de la fuerza AD sobre el eje u es, evidentements,
igual a
du (z, 1)
—-T‘--——-—--dz %
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La suma de estas proyecciones es igual a

du (x -+ Az, 1) Bu(x, 8) _ o0%(z, t)
T 3z —I=— =T —5— 4z

Despreciamos siempre los infinitésimos de un orden superior al de
Az, puesto que examinamos, por decirlo asi, las pequefias vlbraolones
de la cuerda.

Por otro lado, el producto de la masa por la aceleracién del
elemento de la cuerda que examinamos es igusal a

#u (x, 1)
pAzx -—-—-—"él,
Por eso
%y
et

@
ax?

phzx =T Ax.
Al simplificar por Az, obtenemos para la cuerda la ecuacidn diferen-
cial de su vibracion:

Pu % ., T

T = g (“ =3 )

Ahora el problema matemético al cual conduce el estudio de las

vibraciones libres de la cuerda se puede enunciar asi: es preciso resol-
ver una ecuaci6én diferencial lineal con derivadas parciales de segundo
orden (1) para las condiciones iniciales

u(z, 0)=f(x), 2l =r(z) (2)

y para las condiciones de contorno
w(0, t) =un, t)=0 (3}

Las condiciones iniciales (2) muestran en qué posicién se encontra-
ba la cuerda en el insiante inicial de tiempo y cudl era la velocidad
de cada uno de sus puntos para el instante { = 0. Las funciones dadas
son f(z) y F (z).

Las condiciones de contorno (3) muestran gue los extremos de la
cuerda estdn sujetos en los puntos a =0 y b = m.

El problema planteade puede ser resuelto por el método de Fourier
(al igual que en el § 5.5). Buscamos primeramente la solucién de la
ecuacién (1) en forma del producto

ulz, &) =X ()T () (4)
gue satisface las condiciones de frontera
XOT@)=0, } )
XmT({)=
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para todos los valores de ¢ > 0. Pero entonces
X0 =X {(n) =0,

porque de otro modo seria T (t) =0 y u (z, t) =0. Sustituyendo
el producto {4) en (1), obtenemos

X" =a*X"T
o bien
1 7" X"
LT e

Pero la funcién de ¢ puede ser igual a la de z s6lo si ambas son iguales
al nimero constante que designaremos por —p:

1 r X
g Tk
Como resultade obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias
X"+ pX =0 X0 =X (n) =0, 6)
T" 4+ a*pT = 0. 7
La ecuacién (6) debe resolverse para las condiciones de contorno
X (0) = X (x) = 0, o sea, es necesario resolver para esta ecuacién

el problema de Sturm — Liouville (véase el § 5.5). Como muestra el
§ 5.5, los nimeros {valores propios)

P'l'liks {k:—i‘ 2| --‘)
v las funciones no triviales (funciones propias) que les corresponden

Xp(@)=senkr (h=1,2, ...

¥ que satisfacen con estos nitmeros las condiciones do (5) son la solu-
cién de este problema.

Para los valores hallados de p, = A* la solucién general de la
ecuacién (7) tiene la forma

Ty () =A,cosaht -+ Bysenakt (=1, 2, ...).
Peor lo tanto, todas las soluciones de la ecuacién diferencial (1)

gue tienen la forma (4) y satisfacen las condiciones de frontera (5)
se pueden escribir asi:

up (z, &) = (Aycos akt + Bysenakt)senkz k=1, 2, ...),

donde las constantes A, y B, para cada k pueden tomarse arbitraria-
mente. Pero entonces cualesquiera sumas

N
> (Ay cos akt 4 B, sen akt) sen kz
e
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son asimismo las soluciones de 1a ecuacion (1) que satisfacen las con-
diciones de frontera (5). Junto con estas sumas poseen dicha pro-
piedad también las sumas de las series infinitas

u{z, t)= ;E't (Ax cos akt -- By sen akt) sen kx ®)

si los nameros 4, y B, con suficiente rapidez tienden a cero para que
estas series se puedan derivar término a término dos veces.

Ahora a nuestra disposicién tenemos una gran reserva de funeiones
u (z, t) que satisfacen la ecuacién (1) y las condiciones de frontera
(3): se determinan por la férmula (8), donde Ay y B, son nlimeros
arbitrarios, con tal de que se cumplan las condiciones indicadas de
convergencia.

Para hallar una solucién del problema planteado que satisfaga
las condiciones iniciales (2) vamos a derivar (8) respecto a &

:—!:(a:, t)= Z', ak (— Ay sen'akt 4+ By cos akt) sen kz (%
k=1

e igualamos (8} y (9), pera t = 0, a las funciones dadas f (z} y F (z)

£ () =a§1 Axsenkz, F(z)= 2, akBysenkz. (10)
= Ra=i

De aquf

n n
A= S f(t)senktdt, By= % S F(tysenktdt. (11)
1] (i}

Si las funciones f (z) y F (x) son continuas sobre [0, n], este sera
suficiente para que se puedan calcular log niimeros 4, y By por las
férmulas (11) y las series (10) converjan hacia estas funciones en
media cuadratica en todo caso (véase el § 4.10). Desds luego, si no
s6lo son continuas las funciones f (z) y F (z) sino también sus deriva-
das (bastan las de tercer orden), entonces la suma de la serie (8)
tendrd, a ciencia cierta, las derivadas segundas continuas.

§ 5.8. Vibraciones de una cuerda
infinita. Férmula de d’Alembert

Si la cuerda es muy larga, los extremos de la misma ejerceran poca
influencia sobre las vibraciones que surgen en alguna parte préxima
al centro. :
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Por eso, examinando las vibraciones libres de una cuerda infinita,
debemos resolver la ecuacién

/L ity
T =0 5 O

s6lo para las condiciones iniciales
u (z, 0) = f (2}, (2)
ui (z, 0) = F (2). 3)
Tal problema se llama problema de Cauchy o problema con condiciones
iniciales.

Es cémodo resolverlo del modo siguiente, Introduzeamos las nue-
vas variables

E=z-—at, 4W=12z+ at. (4)
Entonces (1) se convierte en ecuacidn
#*u

La funcién
u=g (@) +vM),

donde ¢ y son las funciones arbitrarias que consideraremos dos veces
derivables, es, evidentemente, la solucién de la ecuacién (5).

Retornando & las variables anteriores, obtenemos la solucién de
la ecuacidén (1) en la forma siguiente:

uz, )=¢ @& —at) -+ vy (x+ ab), (6)

Por derivacién inmediata de (6) es fcil convencerse de que es
precisamente asi. Tenemos

ui = ¢ (& — aty +¢' (z -+ at),
up = —ay’ (x — at) + ay’ (x + ai),
Ui = @” (z — at) + * (z + ai),
uiy = @’ (z — at) + a*p" (z + at),
es: decir,
atuy, = Uit
La solucién obtenida (6) que depende de dos funciones arbitrarias

se denomina solucién de d'Alembert t).
Utilizando las condiciones iniciales, hallemos las funciones ¢ y y:

¢ (z) + % (@) =1 (=) M
~aq’ (z) + oy’ (z) = F (2). &
1y 1. d'Alembert (1717~~1783), ilustre matemdtico francés.
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Integrando (8) sobre el segmento {0, zl, obtenemos

x

—p@+v@=—" | Fwd+C, (9)

1]
donde C es la constante arbitraria. De (7) y (9) obtenemos

1

0@ =41 @)= \ F)dy—5,

(10)
P(@) =g f (D) g | Fl)dy+ .

|
|

Ahora la solucién del problema de Cauchy se escribird asi:

u(z, y=p(z—at)+ P (z-+al) =

x=al x+ol
-t ie—a)—g | FOd+ 5 iEtatg | Fu)dy,
[} 0
o bien
x+al
ue, )= LEmeitieted 2 Pydy. (1)
x-af

La férmula (11) se denomina férmula de d'Alembert.

§ 5.9. Vibracién
de una membrana circular

Supongamod que una membrana circular de radio 1 ocupa en el
estado de reposo un circulo de radio 1 que tiene por centro el origen
del sistema polar de coordenadas (r, ) (fig. 122). Supongamos tam-
bién que la membrana se encuentra sujeta por una circunferencia de
r = 1. 8i actuamos sobre la membrana con cierta fuerza, la desviacion
de Jos puntos de la membrana u serd funcién de las coordenadas
r, ¢ y del tiempo f:

w=uflr, ¢ th
Aligual que en el § 5.7, se puede obtener la ecuacién de vibraciones
de esta cuerda

% -_ 2 e %y 1 du 1 %
Fa=dlu=d{5m+T 5+ acp’)'

(1)
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Para la ecuacidn (1) resolveremos el problema con la condici6n
de contorno

Ulp=p =0 (2)

y las condiciones iniciales
Ju —_—
U oo =T O 57l o= F ) 3

Ahora bien, examinemos la vibracion de eje de simetria de la
membrana a la cual todos los pun-
tos de la circunferencia de radio
r << 1, que tiene por centro el ori-
gen de coordenadas, poseen en el
instante inicial la velocidad vy las

v _ desviaciones independientes del
0 r ]t angulo . Asi, pues, la funcién u
dependerd sélo de r y £ y la ecua-
cién {1) se simplifica:
FBu . f Pu i du
=0 (mrt+3) @
Fig. 122, La solucién de la ecuacién (4)

con las condiciones (2) y (3) se
puede hallar haciendo use del método de Fourier. Buscamos primero
todas las soluciones que tienen la forma

w(r t)y=U(@T{.

Es fdcil mostrar (al igual que en el § 5.7) que las funciones T' ()
y U (r) satisfacen las ecuaciones

T" 4 W7 = 0, (5)
U* + 20 + pU =0. (6)

Ahora bien, es necesaric hallar los nimeros p para los cuales la
ecuacién (8) tiene una solucién no trivial U (r) que satisfaga la
condicién de frontera

U (1) = 0. (7)

Estos ntmeros-u se llaman valores propios del problema dade de
Sturm — Liouville y 1as funciones U (r) que les pertenecen se denomi-
nan funciones propias.

Observacién 1. En el § 5.7 se examinaba el problema de Sturm —
Liouville para la ecuacién diferencial de segundo orden con dos con-
diciones de frontera (X (0) = X (n) = 0). En el problema dado,
asimismo para la ecuacién de segundo orden, figura una sola condi-
cién de frontera (I/ (1} = 0). Esto tiens lugar porque la ecuacién
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dada dispone de una singularidad en el punto r = 0 merced a la
cual esta ecuacién tiene, junto con las soluciones acotadas, otrasino
acotadas. De hecho en el caso dado también se buscan funciones
propias que satisfagan dos condiciones de frontera: la primera con-
dicién que dice que la funcién propia U (r) debe estar acotada-en el
entorno r = 0 y la segunda condicién, U (1) = 0, :
Para obtener la solucién de la ecuacién (6) introduzcamos la

nueva variable
p=rn, Vip)=U (p/p).

Entonces la scuacién (B) se transforma en ecuacién igual, pero para
p=1:

V(@) + ==V () +V (p) =0, ®

Ya hemos estudiado la ecuacién (8) en el § 1.24, ejemplo 2. Tiene
dos soluciones linealmente independientes una de las cuales es no
acotada en el entorno del punto p = 0, mientras que otra es la
funcién de Bessel de orden nule

= th
Jo(@) =3 (=1 ey
k=0

donde la serie de potencias a la derecha converge sobre el intervalo
~-00 < p < 00. Todas las posibles soluciones de la ecuacién (8)
acotadas en el entorno del punte nulo tienen la forma CJ, (p), donde
C es la constante arbitraria (véase la observacién 1 del § 1.24). Las
funciones respectivas

CJq (rp)

serén precisamente las soluciones necesarias de 1a scuacién (6), acota-
das sobre [0, 1].

Ahora queda escoger p de modo que se cumpla la condicién de
frontera

Jn (1'}3) = 0.

Vemos que el niimero p debe ser la rafz de la funcién J, (r). Es bien
noto que la funcién J, (r) tiene un ndmero infinito de ceros: 0 <
< << Mg << . ... Por ejemplo,

o= 2,40; n, = 5,52; ....
Asi, pues, los niimeros p, (k = 1, 2, . . .) son los valores propios a
los cuales pertenecen J, (uxr), que son funciones propias de nuestro

problema de contorno. Estas funciones se pueden multiplicar por

22-180
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las constantes arbitrarias c, = 0 y volver a obtener las funciones
propias

edo (ar) (k=1,2, ...

pertenecientes a los nameros p,.
Cuando j = pp, la solucidén de la ecuacién (5) se escribird como
sigue:
Ty (t) = ay cos prat -+ by sen pgpat.

Las correspondientes soluciones de la ecuacién en derivadas
parciales (4), gue satisfacen la condicion de frontera (2), tienen la
forma

wy (F, t) = (a; cos ppat -+ by sen ppat) Jo (par),

donde ap y by son las constantes arbitrarias. Pero entonces la suma
de la serie infinita
ulr, ty= 2 {ay cos ppat + by, sen wpat) Jo (par) (9
k=1

es asimismo la solucién de la ecuacién (4), solucién que satisface la
condicién de frontera (2) si, naturalmente, los nimeros a, y by tien-
den a cero con suficiente rapidez para gue estas series se puedan deri-
var dos veces término a término.

Para hallar la solucién del problema planteado, calculamos los
coeficientes a, y by a partir de las condiciones iniciales (3):

:.~'.|:-=u=h§1 apty (uar) =1 (1), (10)
% e 2 appbpd o (par) = F (r). (11)
A=1

Las funciones de Bessel J, (uar) poseen propiedades semejantes
a las de las funciones trigonométricas. Asi, si la funcién f (r) es
sudve a trozos sobre [0, 1], entonces ésta se desarrollard obligatoria-
mente en una serie que tiens la forma (10) (con coeficientes constan-
tes a;), serie que siempre converge hacia aquélla en media cuadritica
{véase también el § 5.10).

Sahemos que las funciones trigonométricas son ortogonales sobre
{0, 2xn]. Las funciones de Bessel J, (usz) también lo son sobre [0, 1],
pero, como se dice, con el peso z:

1
§ 20 () Jo () dz=0 (k= 1) (12)
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De. agqui, como demostraremos a continuacién, resulta que en las

igualdades (10) y (11) los nimeros a, y b; se calculan necesariamente
por las férmulag

1
Y2l (uaz) 1 (=) a2
ay = o:_——"’-"—“—-',
{2 [y (uam))? dz
(i
t
{ 2J4 (ua®) F (2) dz 43
appby =2 3
{2 1/e (upm))2dz
[
k=1, 2,...)
El sistema de las funciones
91 (2)y 9a (7), @3 (2), - - - (14)

continuas sobre el segmento [a, b] se llama ortogonal sobre [a, bl

eon el peso p (x) = 0, donde p (z) es la funcién continna, si se com-
plen las igualdades

b
fo@an@ e dz=0 (k. (15)
Si la funcion f (z) estd desarrollada en serie uniformemente con-

vergente sobre [a, b] segin las funciones gy (z) del sistema (14):

@)= 3 oo (@), (16)
entonces
b
fe@) qm=) 1) dr
Oy =2 (m=1, 2, ...). (17)

b
§ e (@) lom (@12 de

En efecto, después de multiplicar la serie por p (2) @, (z) su
convergencia uniforme no se altera y la integracién término a tér-

7
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mino sobre [z, b], en virtud de las propiedades de (15), conduce a la
ignaldad
b

[ 0(2) 9 (@ (2) dz = § 0 (2) (@ (2))* A2

-3

(m=1, 2, ...),

de donde obtenemos precisamente las férmulas (17).
Demostremos (12). La funcién J, (m,2) satisface la ecuacién

e T (ua) + 5 o To (1a2) + i (a2) =0
k=12 ...

Multiplicando la ecuacién provista del fndice & por 2/, (1a2) y una
ecuaci6n andloga provista del indice n por xJ, (pxz) ¥ restando una
de la otra, obtencmos

a3 d!
2 (F (n®) e Ja (12— To (10 2) 555 Jo (a2} | +

[ o (1002 T (1a2) =T (1a2) 55 To () | +

+ (uk — ph) 275 (ua) Jo (Ba7) =0.

Es facil comprobar que esta ecuacién puede ser representada en la
forma

L {5 [atn) 7o (ua2) — o (1r2) g Jo a2) |} +
4 (i —13) 2o (urz) Jo (Ra2) = 0.

Integrando esta igualded respecto a z entre los limites de O a 1,
obtenemos

i
(wi—p3) § @70 (1a2) Jo (paz) dz =0 (k= 1),
]

ya que la integral del primer sumando es igual a cero en virtud de
que Jo (1) = Jo (ea) = 0.

§ 5.10. Problema general
de Sturm—Liouville

Examinemos la ecuacién diferencial de segundo orden

Lr@ L] + @ —1() ] (@ =0, ()
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donde’p (z) es la funcién continuamente derivable sobre el segmento
{0, 11 y p (x). g (z) son las funciones continuas sobre este segmento.
Ademés p (x) >0, p (z) >0y g (z) =0 sobre [0, 1]; A es un nimero
constante.

Planteemos el problema (de Sturm — Liouville). Es preciso
hallar todes los niimeros A (valores propios) para los cuales existe
una solucién no trivial dos veces continuamente derivable y (z)
de la ecuacién (1), solucién (funcién propia) que satisfaga las con-
diciones de frontera

ay (0) -+ By’ (0) =0,
y (0) -+ By’ (0) } @

yy{h)+ 8y’ () =0,
donde «, B, ¥ y & son los nlimeros constantes.

Se puede demostrar que:
1) existe un conjunto numerable de valores propios del problema

M <Ay <A <. o (= 00)
a los cuales corresponden las funciones propias

Yy (2} g {2), ys (@), ...

2} Cuando ¢ (z) = 0, todos los valores propios A, son positivos.
3) Las funciones propias forman sobre el segmento [0, !] un
sistema ortogonal y normalizado con el peso p (z):

4
§ 0 (@) Y (2) ¥ (x):dx={ 0, m=n,

A4 1, m=n.

4) reoremMA Di sTEKLOV. Toda funcién f (z) que satisfaga las con-
diciones de contorno (2) y tenga continua la derivada primera y
continua a trozos la derivada segunda se desarrolla en una serie
absoluta y uniformemente convergente segin las funciones propias

I (2)

oo 1
1@=3 catn (@) en= | p(@)4n ()] (2) .
n==q 0

PROBLEMA 1. Resolver la ecuacién de vibraciones libres de una
cuerda si el medio opone una resistencia
u u gy
il ol il
3 T 2mr = 625

para las condiciones iniciales y de frontera

u(z, O=1(2), 2L =F (), w0 H=u(n, =0



342 Cap. 5. Lcuaciones de la fisica matemitica

Durante la resolucion se supone que el coeficiente de rozamiento m
es pequeiio (m << a).
RESPUESTA.

u(z, t)y=em* 2 {ay cos gut + by sen gyl) sen kz,
k=1
donde
gn =V (ka)P —m?,

b
ay = —f?jf(x]senk:cdx,
0
£

by o= } F (z) sen kz dx 423k
)]

2
gy T

rroBLEMA 2. Besolver la ecuacién

fu - i
I o

para las condiciones

au (0, t
ugz ) =0, u(n, )=ty ulz, 0)=gq(x).
RESPUESTA.
u(z, t)=ug 4 :.21 che'““‘i‘ cos AyZ,
donde
b3
2k 41 2 2
Ap= --—;'-i-, =" j ¢ () cus%,.xd:—;"r:_

0

Indicacién. Es necesario obtener la solucién en forma de u =
= u, + v {z, t), donde v (z, ¢} es la funcién incégnita.

PROBLEMA 3. Demostrar 1a propiedad 3) de ortogonalidad de las
.funciones propias sobre [0, I] que satisfacen las condiciones de fron-
tera (2).

Indicacion. Conviene seguir el esquema de demostracién de la
ortogonalidad de las funciones de Bessel (véase el § 5.9).

PROBLEMA & Reducir la ecuacién (de Chébishev)

(l—a®)y" —ay +ny=0 3)
a la forma de (1) sobre [—1, 1].
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Indicacién. Multiplicar el primero y segundo miembros de la
ecuacién (3) por p (z) > 0 y hallar la funcién p (z) partiendo de la
condicién

—ap(2)={(1—=Y)p (@) (p(x)=1/VT=2).

proBLEMA 5. Hallar la funcién ponderal p (z) para la ecuacién

(de Chébishev ~— Laguerre)

zy"+ (1 —2)y +ny=0
RESPUESTA, p (x) = exp (—z), 0 <<z < oo,

§ 5.11. Integral de energia
[de Dirichlet)

Snpongau!os que en el espacio (z, y, z) tenemos dado un contorno
cerrado I'" suficientemente suave, definido en la forma paramétrica
por las ecuaciones

z=9(), y=19(),
1= %) 0<s<<). A

Designemos la proyeccién de I'' sobre
el plano (z, y)

z=gq () y =y @ 2

por I'. Supondremos que I se proyecta
sobre el plano (x, ¥) biunivocamente,
o sea, el contorno I' es autodisjunto y
limita cierta regién Q del plano (z, y) Fig. 123.
(fig. 123).

Supongamos que "' lleva tendides una membrana, es decir, una
pelicula que resiste a la traccién y no resiste a la flexién. Es necesario
hallar su ecuacién

Z

r

)

)

—_——— e ——

z=ul(z y) (= yEQ @

El borde de 1a membrana estd sujeto sobre I y por eso la funcién
u (z, y) satisface la condicién de frontera

Ule=%@=ul@ethvE) 0ss<l 4)

Se puede demostrar que la energia potencial de la membrana, con
una precisién hasta el factor que caracteriza sus propiedades fisicas,
se expresa por la integral miltiple (doble)

o= § L)+ (5o g

1a cual se llama integral de Dirichlet de la funcién u (z, y).
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Si con ayuda de las fuerzas externas damos a la membrana una
forma distinta

z2=v(z, p), (= ¥EL,
dejéndola sujeta en I'’, entonces su energia serd igual a

o= § §[ () +(55) ] dzav (59
Q
y ella misma, como antes, satisfard las condiciones de frontera
ph=vhk =x@=vip@E o6 O<s<Y). @)

En este estado se encontrari todavia més tensa, por lo que D {v] >
= D [ul.

Por consiguiente, u (z, y) puede definirse como una funcién cuya
integral de Dirichlet se convierte en minimo entre las integrales de
energia para todas las funciones indicadas u:

Duj= min D[v)]. (6)
ol p=y{s)
Introduzeamos la clase W de funciones » (x, y) que tengan las

derivadas parciales continuas sobre Q@ = Q +4 I' y satisfagan las
mismas condiciones de frontera que u:

vir=1u|p
Existe un conjunto infinito de funciones v pertenecientes a la clase W.

Una de ellas es la funcién buscada u (z, ¥) que convierte D [v] en
minimo entre todos los valores de v € W:

D [u) = min D [v]. )
W

Notemos que si a toda funcién f de la clase de funciones £ {f € E)
se le hace corresponder, en virtud de cierta ley, el niimero F (f),
entonces g8 dice que F (f) es la funcional definida sobre la clase de -
las: funciones E.

*"La integral de Dirichlet D [v] es un ejemplo de la funcional defini-
da“sobre la clase de funciones W.

Para las funcionales, al igual que para las funciones habituales,
se_pusde examinar la teoria de los extremos llamada cdlculo de varia-
ciones. Se denomina incremento o varlacién del argumento de la funcio-
ral 'F (f) 1a diferencia entre dos funciones pertenecientes a la clase E:

8f =1 (z) — I (=)-

Por analogia con el concepto de diferencial de una funcién

df = -2 f (& +0AD)|amo = ' (z + @ADAT|omo = ' (2) Az
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(donde & es un ndmero real arbitrario) se puede introduecir el con-
cepto de variacidn dé una funcional

OF =2 F (f (2) + 8f) [amo-

Se dice que la funcional F () aleanza el mtnima {el méx_lgr_m sohr&

la funcién f, (z) si F-(f) = F (f) (F ()<< F (fy)).. Tiens |
macidn: si una funcional que tiene la varmcidn SF aleanza el
(mdzimo) sobre la funcién f = f,, entonces

b7 (fo) = 0.

En efecto, para fo (z) y 8f fijas la funcional F {f, (z) + abf) =
= ¢ () es la funcién de una sola variable o y esta innclén, cuando
e =0, alcanza el minimo (méximo); por consiguiente, ¢’ (0) =

o hien F (fo (z) + abf) la=p = 0, o sea,
OF (fy (=) = 0. G)

Ahora bien, (8) es la condicién necesaria del extremo de la fun-
cional.

Retornemos a la integral de Dirichlet. Introduzcamos, ademas,
una clase auxiliar__m,, de funciones w que tengan derivadas parciales
continuas gsobre £ y sean iguales a cero sobre I':

wlr‘—"o.

Si la funcién v tiene la forma
V= U + w, w E mn;

entonces, evidentemente, pertenece & W. Inversamente, toda funcién
v € W se puede escribir en la forma

v=u+{v—u)=u-w weik,,
porque :
wr=@p—uwhr=vlp—~uir=x@E—x{ =0

Por eso la igualdad (7) puede escribirse, ademés, en la forma

Diul= min Du4w). (9)
wlp=0

El problema de determinacién del minimo (9) se llama problema
de variacién, Las funciones w € 9, se denominan variaciones (varia-
ciones del argumento de la funcional D [v]).

Para la funcién u se alcanza ol minimo de la integral de Dirichlet
en la clase W: la adicién de la variacién arbitraria w a la funcién w
saca la integral de Dirichlet del minimo: llega a ser mas grande.
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Asignemos una funcién arbitraria w € M,. Si la multiplicamos
por cualquier niimero A, volvemos-a obtener la funcién Aw € M,
por eso D [u + Awl = D [ul, VA. Pero

Du+Aw)= S S [(“”Z‘;m’)’ﬁ-(a@&t“”)“] dedy=
n

=[S (a5 )+ (542 55) ) ded=

— (S () + () et [ [ S e+

Q
dw \2 dw 2
b {132+ (8] s
=D [u] 4 2AD fu, w] 4 A2D[w], (10)
donde hemos introducido la designacién

du  dw

Du, wl= Sﬂs (%% -%l-;--}-a—y W) dz dy.

Como u + Aw € W, tiene lugar la desigualdad D [u + Aw] > D [u]
para cualesquiera A la cual se convierte en igualdad cuando A = 0.
Por eso la funcién D [z + Aw) de A se convierte en minimo cuando
A =0

Pero entonces (véase (10); véase también (8))

4D (14 M) |rmo = {2D [, 0] +2AD (0} |30 = 2D [, @] =0

v queda demostrado que la funcion buscada u satisface la ecuacién

Dlu, wl] =0
0. bien la ecuacién
" fu  dw du Ow
LS [ S=+5 5| dzdy=0 (11

para todos los valores de w € M ;. La ecuacién (11) se llama ecuacidn
en varigciones.
Para calcular la integral
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integramos primero respecto & x para ¥ fija. Integrando por partes,
tenemos (fig. 124)

du  fw P a2
Saﬁdxdy_. l + i —_ —a'}—’- lb"d:’,‘:‘—-s al:: wdx,
% “v Ty

donde o, es la seccién € de la recta compuesta por los puntos que
tienen la ordenada y. En la fig. 124 o, consta de dos segmentos

Fig. 124,

[A, B] y IC, D]. Es necesario tener en cuenta que la funcién w es
igual a cero en los puntos 4, B, C y D que se hallan sobre I'. Por lo
tanto

Por analogia, integrando primeramente respecto a ¥ y luego respecto
a z, obtenemos

(4 Saveen - [12
En tal caso de (11) se deduce que
[ § wavdzdy=0 (12)
K

para todos los valores de w € M, donde A es el operador de Laplace.
Pero entonces

Au=0, V(z, y)€Q.

En efecto, si se admite que Au 5= 0 al menos en un solo punto
(g, o) € 8, entonces, en virtud de la continuidad de la funcién
Au existe el entorno U (8) del punto (z,, y,) de radio 8 donde la funcién
Au conserva el signo del nimero Au (z,, y.) el cual consideraremos
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positivo. Entonces, tomando en calidad de la funcién w € WM, la
funcién

[(z—20)2 -+ (¥ — yo)2— 622, (z, y) €U (),
il 0 @ ) €Q~U (8),

obtenemos que

Sj wAu dzdy = 5 ) wAu dz dy >0,
o v®
lo cual contradice (12).

Asf, pues, hemos demostrade que la funcién z = u (z, y) que
deseribe la membrana satisface sobre Q la ecuacién de Laplace, es
decir, « es la funcién arménica sobre Q. La determinacién de u (z, ¥)
se ha reducido al problema de Dirichlet: se requiere hallar una funcién
u (z, y), arménica sobre Q, que sea continua sobre Q y satisfaga la
condicién de frontera (4).

Nota. Se considera sobreentendido el hecho de que la funcion u
tenga sobre Q derivadas continuas de segundo orden, para que sea
legitimo efectuar los célculos citados anteriormente.

En efecto, esto tiene lugar, en todo caso, si las funciones @, p y %
tienen las derivadas terceras continuas respecto al pardmetro s.

§ 5.12. Aplicacion
de las transformaciones
de Fourier

Més abajo se exponen sjemplos de aplicacién de las transformaciones
de Fourier resolviendo los problemas de la fisica matemética.
Supongamos que la funcién f (z) tiene sobre el rayo [0, co] la deri-
vada segunda continua y se cumplen las condiciones
Hm f' (x)=0, lim f(z)=0.
XAew H00 &+ 00
Entonces

§ {* (z) sen px dz = ' () sen pz l:—p 5 f' (z)cos prdar=

= -—ps f’ (z) cos prdx= — pf (z)cos pz I: — p? iE)‘(z)5=,n=:1'1p.‘.t:d:ca=z
0 .

=pf O —p* { f(@)sen prdz
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¥ queda demostrada la igualdad
5 1" (z) sen pz dz = pf (0) — p* j f (z) sen pz dz. (1)
) i

Anédlogaments,

S f" (z) cos pzdz={f" (2) cospm':+p S f’ (x) sen pz dz =
0 o

=1 ©+p | # @ sen praz=1(0) +pf (2) senpﬂ=|;°—~
0

oo oo

—p* { 1@ cos padz =1 (0)—p* | 1 (2) o5 pa dz.
0 0

o sea, tiene lugar la igualdad

S f* (z) cos px dz=f' (0) — p? S f(z) cos pxdx. (2)
v )

Desde luego, suponemos que las integrales impropias que forman
parte de las igualdades (1) v (2) existen sobre [0, o).

§ 5.12.1. Ecuacién de conduccion
del calor

En calidad de ejemplo de aplicacién de una seno transformacién
examinemos la ecuacién de conduccién del calor (véase el § 5.5)
para una barra semiinfinita:

8 3%
=k Zh (>0, t>0) &)

para la condicién de frontera

u=1u, cuando z =10, t >0 (4)
y para la condicién inicial

u=0 cuande t=0, z>0. (5)

Estimamos que &, g—: —~ () cuando z — --co. Esto no contradice

las consideraciones fisicas. Por eso tenemos Ia posibilidad de aplicar
la seno transformacién.
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Asfi, pues, sea

=, (P, t)= 1/3“3 u (z, t) sen pz dz (®)
(1]

la seno transformacién de la solucién buscada del problema anterior-
mente puesto.

Multiplicande la ecuacién (3) por ].-/%san pz e integrandola
respecto a x entre los limites de 0 a oo obtenemos (teniendo en cuenta

@, 6y ©6)

du, By
k() Fumpu), >0 @
u,=0 cuando t=0. (8)

Ahora bien, hemos reducido el problema a la resolucién de una
ecuacién diferencial lineal ordinaria de primer orden. La solucién
limitada de la ecuacién (7), que satisface la condicién (8), tiene la
forma

Uy = l/% -'-};l [1—exp (~— p*kt)].
La férmula de la inversién (véase el § 4.13, (3)) da

u (z, !]m-z—;'l S [1—exp (— p%kt)] sen p.?:—d;?. )
b

Como sabemos (véase nuestro libro «Matematicas superiores.
@ dp
Célculo diferencial e integrals, § 6.10), la integral s6n pr p

converge y, ademds, (véase mas abajo el § 6.14, ejemplo 2)

Sen PI i It
!--—p dp=-5-. (10)
Por eso
w=u, 1 -2 { exp (= p2kt) sen pe2]., (11)
1]

HEs 1til comprobar que la funcién (11) satisface realmente nuestra
ecnacién. Al comprobar esto es necesario argumentar la legitimidad
de la derivacién respecto al paridmetro de las respectivas integrales
impropias.
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Cuando t = 0, la integral en el segundo miembro de (11) es igual
a % en virtud de (10). Por eso se cumple la condicién inicial (5).

Cuando z = 0, esta integral es igual a cero y u == u,, o sea, se
cumple la condmmn de frontera (4).
La integral en (11) converge cuando t::)O porque

fexp (— p2kt) I 53’:?—3 ldps;x c‘Solaxp (— p*kt) dp < o0.
o 0

Derivando formalmente la igualdad (11) respecto a la variable ¢,
obtenemos

du

%t d .
= S p?exp (— pkt) sen px—pl. (12)
1]

Para argumentar la Jegitimidad de la derivacion formal cuando
t > 0, es necesario asignar un segmento arbitrario {a, b] de variacién
de i, donde a = 0, y demostrar que la integral (12) converge unifor-
memente sobre este segmento para el valor fijo de z = 0 (véase el
teorema 2, § 2.15).

Puesto que |sen px | << pzx, entonces, cuando el valor fijo de
£ >0, se cample la desigualdad

{ p2oxp (—pko)| sen pz| <z { p?exp (— poha) dp,
] 0

donde la integral en ¢l segundo miembro es convergente y no depende
de t. Pero entonces la integral (12) converge uniformemente sobre
[a, &] y, en virtud del criterio de Weierstrass de la convergencia uni-
forme de la integral impropia, la derivacién formal de {(11) es legitima
vy la férmula (12) realmente tiene lugar.

De un modo semejante puede ser fundamentada la legitimidad

de la derivacién formal al obtener la derivada parcial %;i;.

Anilogamente, utilizando la transformacién compleja de Fourier,
se puede resolver ol problema de conducci6én del calor para una barra
infinita en ambas direcciones —oo <<z << oo (véase el § 5.6, donde
la solucién del problema se ha obtenido por el método de Fourier
de separacion de las variables),
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§ 5.12.2. Ecuacidn de vibracién
de una cuerda infinita

Como hemos determinado en el § 5.7 la ecuacién de vibraci6n de una
cuerda tiene la forma

g1 a2

—ai“T'——a* o (—o<zr<<oo, t>0). (13)
Resolvamos la ecuacién (13) para las condiciones iniciales

u=f{(z),

o _ (f=0, —o0 <2< co). (14)

at '

Supongamos que la funcién f (z) es tal que todos los célculos que
realicemos a continuacién serdn legitimos.
Sea

£‘=?12—; S u(z, t) e"*?dx

la transformacién compleja (inversa) de Fourier de la funcién u (z, #)
Integrando por partes (al suponer que u y g—: se anulan cuande
z = —o0), obtenemos

751

Multiplicando la ecuacién (13} por e'?*, al utilizar las condiciones
iniciales (14), e integrando respecto a z entre los limites de —oo
a oo, al utilizar {15), obtenemos la ecuacién auxiliar

(15)

ao%

Gor=—ap (1>0), (16)
Las condiciones inicialss se escribirdn
u=f(p)=
ouando #=0. (17)
du
=0

Resolviendo la ecuacién (16) (una ecuacién diferencial ordinaria
de segundo. orden con coeficientes constantes), chtenemos

U= f {p) cos apt.
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La férmula de la inversién (véase el § 4.12, (19)) da
i L]

—_ 2 ~txp§ s
U= o= 5 e"*Pf(p) cosapt dp

R f jxp €10tP 4 e~fatr 4 r ipz o
=75 J;.r — Ve ”Swf(z)e dzdp =

_— 1 ¢ ip(x~at) ip(x+at) 1 T y 2P g, -y
ST :E'[e- +e £ “Smf(z)e dz dp

=5lf (z—at)+ | (z+at).
Ahora bien, hemos obtenide que

U= [f (z—at) + f (z +at)),

o sea, hemos obtenido la férmula de d’Alembert para el problema
dado (véase el § 5.8, (11)).



Capitulo 6

Teoria de fas funciones
de una variable compleja

§ 6.1. Concepio de funcion
de una variable compleja

Hemos examinado el concepto de namero complejo en nuestro libro
«Matemaéticas superiores. Célculo diferencial e integrals, capitulo 5.
Alli mismo han sido examinados los polinomios Q,, (z) de una variable
compleja. Los polinomios son un ejemplo elemental de funciones de
una variable compleja.

Hemos convenido en representar los niimeros complejos mediante
los puntos del plano donde estd dado el sistema rectangular de
coordenadas.

Definamos el concopto de funcién de una variable compleja.

Sean dados dos planos de niimeros complejos z =z - iy y w =
= y + v (fig. 125). Examinemos cierto conjunto de los puntos D

y 01
0] = 0|

Fig. 125.

w

en el plane z y cierto conjunto G en el plano w. Si, seglin cierta ley,
a cada nimero z € D se le hace corresponder un numeéro complejo
determinado w € G, entonces se dice que sobre el conjunto D estd
definida una funcién univoca de una variable compleja, funcién que
aplica el conjunto D en el conjunto G. Simbélicamente esto se designa
asi:
w = f(z).

El conjunto D se llama dominio de definicién de la funcidn f (z)..
Si cada punto del conjunto G es un valor de la funcién, se dice que
G es el campo de valores de esta funcién o bien imagen del conjunto D
con ayuda de la funcién f (6 = f (D)). En este caso se dice, ademés,

que la funcién f aplica D sobre G.
La funcién f (z) se puede escribir en. la forma

f@=ulz ) f@=u@pPtivizy, @ YeD,
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donde

t = R '
t;(é 'z;}) - I:?ij(fz)) (z y) €D,

son las funciones reales de las variables z e y.

Si a cada z € (D) le corresponden varios valores diferentes de w,
la funcién w = f (z) se denomina multiforme,

Los conceptos de limite y de continuidad de una funcién de una
variable compleja se introducen de modo anélogo a cémo esto se
hace para una funcién de una variable real; es necesario sélo.por
doquier en vez del valor absoluto escribir el médulo del nimero
complejo.

Se dice gue la funcién

w={f()=u y + vk y
tiene el limite en el punto z,, igual al nimero 4 = a + ib, si
lim |f(z)—A[=0. (1)

2= zg|=0

En este caso se escribe
lim f (z) = A.

T—+1p

En el lenguaje de las funciones 1z y v la propiedad (1) se escribe
en forma de la igualdad

lim V{w—a)32+(v—>532=0" (2)

lz=z291-+0

o bien, lo que es lo mismo, en forma de dos igualdades ¥

Hm u(z, y)=a, Iim v(z, y)=b. {(3)
{2, Y)-+(x0, Vo) {x, ¥)~{x0, Vo)
Para las funciones complejas f (z) y g (z) tienen lugar las propie-
dades anédlogas a las propiedades correspondientes de las funciones
reales:

lim [f (z) & g(a)]-—lim)‘{z) 4 limg (z),

I=1Ip T-+1
1fm [f(2) & (2)] = lim f {ﬂ) lim g (z),
=2 (4)
gy HAIW
=7 i

1) Véase la definicion del limite de una funcién de dos variables en nuestro
libro «Mateméticas superiores. Céleulo diferencjal e integrals, § 8.3.

3
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Como siempre, las formulas (4) deben entenderse de mode que si
existen los limites que estdn en sus segundos miembros, entonces
existen también los limites que estin en sus primeros miembros y se
cumple la igualdad respectiva.

La funcion w = f (z) = u {z, y) + iv (z, y) se llama continua
en el punto 2z, si para ella se cumple la propiedad

‘ljﬂl 1 (@) = 1 (%) )

Ahora bien, una funcién continua en el punto z, debe estar
definida en el entorno de este punto, inclusive en este mismo punto,
v debe cumplirse la igualdad (5). La igualdad (5) es equivalente a dog
igualdades: )

lim  u(z, y)=ulZ, W) lim vz, y)=v(%, Yol
(=, ¥)-={xp, vo) (x, }=+{xqg, Vo)

Por consiguiente, la continuidad de f en el punto z, es equivalente
a la continuidad de las funciones u y v en el punto {z, ¥,).

De las propiedades (4) resulta que la suma, la diferencia, el
producto y el cociente de las funciones complejas f (z) y g (2), conti-
nuas en el punto z,, es una funcién continua en este punto. 5i se trata
del cociente, en esta enunciacién es necesario suponer que g (z,) 5= 0.

BIEMPLO 1. La funcién w = |z | =}/ ¥ + y® se da sobre todo
el plano complejo. Sus valores son nimeros no negativos. Esta fun-
cién es continua en todos los puntos del plano complejo:

s+ Az |— |zl <18z |—~0 (Az—0).
BIEMPLO 2.
w=Argz=oargz+ 2kn (k=0, 1, ...). (6)

Es una funcién multiforme (infinitiforme); ¢ = arg z es ol valor
principal del arguments (0 <9 <C2n).
-~ 'piemPLo 3, La funcién w = z. Es continua:

lz-+Az—3|=]|Az21=+0 (Az—>0).

Pero entonces también la funcién z" (n = 2, 3, . . .} es continua como
‘producto de un nfimero finito de funciones continuas. ]

Llamaremos regién al conjunto de los nimeros complejos D,
si ests conjunto de puntos del plano. es abierto y conexo. La regién D
se denomina simplemente conexa, si toda curva cerrada continua
autodisjunta, trazada en D, limita cierta regién G perteneciente por
completo a D, Llamaremos a la regién que no posee esta propiedad
miiltiplemente conexa.
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8IEMPLO . El anillo r << |2 | <C R es una regién miltiplemente
conexa (doblemente conexa). La curva L (fig. 126) pertenece- al

anillo, pero limita una regién que no forma por completo parte de
éste.

§ 6.2. Derivada de la funcién
de una variable compleja

Supongamos que estd dada la funcién uniforme w = f (3) sobre la
regién D (un conjunto conexo abierto) del plano complejo z.
Se llama derivada de la funcidn f () en el punto z ol limite

Aw . flabAn)—f(z) ..  dw
= "

cuande Az de un modo cualquiera tiende a cero.

Ni mucho menos toda funcién de ura variable compleja puede
ser derivada. La existencia del limite (1) es una exigencia muy
fuerte: acercdndose 2"+ Az a z por una ruta cualquiera, cada vez debe
existir el limite indicado en (1).

La funcién f (z) que tiene la derivada continua en todo punto de
la regién I de un plano complejo se denomina funcién analftica sobre
esta region.

Se puede demostrar que si la derivada de la funcidn analftica | (2)
no es igual a cero sobre la region D, entonces el conjunto de los valores G
de la funcién f (z) asimismo serd una regién. Hagamos uso de esta
propiedad.

Representemos geométricamente la derivada f* (z) cuando ésta
no es igual a cero. Introduzcamos, adems4s del plano z, un plano més
de los puntos w. Describamos desde el punto z el circulo abierto o
de radio 8 > 0 que tiene por centro este mismo punto (fig. 127).
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El punto arbitrario o tiene Ia forma z - Az, donde Az es un nfimero
complejo arbitrario cuyo médulo es menor que 6: | Az | << 6. Escriba-
mos Az en la forma potencial

Az = pet® (p > 0). (2)

Con ayuda de la funcién w = f (2) el circulo o se transforma en cierta
regi6n ¢’ del plano 1, La regién ¢’ se componede los puntos w -+ Aw,

v} "
D

( 14z
\@

0 iy x 0 u
Fig. 127.

donde los incrementos Aw corresponden a todos los incrementos posi-
bles indicados Az (] Az | <<8) (véase la fig. 127).
De (1) se deduce la igualdad

% =/ (3) +a(Az), donde a(Az)—>0.
£ Azm0

Multiplicando los miembros primero y segundo de la Gltima igualdad
por Az, obtenemos

Aw = ' (2) Az + Az-a (A2). @)

El producto Az-a (Az) tiende a cero con mayor rapidez gque Az
cuando Az — 0. Por eso, si f' (z) 5= 0, el primer término del segundo
miembro de (3) es principal. Aproximadamente, con una exactitud
hasta infinitédsimos de ordén superior (en comparacién con Az), siendo
Az bastante pequefios, se puede escribir

Aw = §' (z) Az,
Vamos -a escribir el niimero f' (z) en la forma exponencial
f (5) = re (r>0). @
Por eso, teniendo en cuenta (2), obtenemos
Aw = rpeler® (| Az | = p < 8).

Vemos que 6l médulo | Aw |, con una exactitud hasta un infinitésimo
de orden superior, es r = | f (z) | veces mayor que el médulo | Az [:

|Aw |~ rp =7 ]|Az |
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y el argumento Aw (asimismo con una exactitud hasta un infinitésimo
de orden superior) se obtiene del argumento Az, adicionéndole el-
nfimero o (fig. 128):

Arg (Aw) ~ Arg (Az) + ¢.

Ahora bien, para imaginarse a dénde han pasado los puntos z - Az,
con | Az | <6, con ayuda de la funciébn w = f (z) es neceario:
1) hacer girar el circulo g en el Angulo '
@ = arg f' (z) y 2) estirarlo r = |} (z) |
veces. Con ayuda de estas dos operacio-
nes cada punto z - Az, | Az | <6, se
transformard en cierto punto sl cual se
debe, ademis, desplazar en la magnitud
Az-c {Az), 0 sea, en un infinitésimo de
un orden superior a Az.

Sean I yI', las curvas suaves que salen
del punto z. Las tangentes a estas curvas
forman con el eje x los dngulos 8, y 8, res-
pectivamente ,(que se leen a partir del eje
z en el sentido contrario al de las agujas
del reloj). Las imégenes de estas curves ['; y I'; sobre el plano w
(fig. 129), con ayuda de la funcién w = f (z), tienen las tangentes en
el punto w que forman con el eje de abscisas los dngulos 6] y 0,

Fig. 128,

Fig. 129.

respectivamente, (que asimismo se leen en el sentido contrario al de
las agujas del reloj). Ademés, (en virtud de la propiedad 1))

B; =9].+‘P! Bl =B'ﬂ +¢'r
de donde se deduce la propiedad
8] — 0, =0, — 8
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que expresa, como se dice, que la aplicacion dada conserva los dngulos
con la particularidad de que queda invariable el sentido de la lectura
(si 6, > 0,, entonces B, = 8)).

Adem4is, como hemos visto anteriormente, la aplicacién dada
realiza en cada punto z, donde j' (z) = 0 e] estiramiento gque no
depende de la direccién.

La aplicacién que posee {can una exactitud hasta infinitésimos
de orden superior) Ia propiedad de conservar los éngulos {con la
conservacion del sentido de la lectura) y la propiedad de constancia
de los estiramientos se llama aplicacién (transformacién) conforme.

De lo expuesto anteriormente resulta que la aplicacién con ayuda
de la fungién analftica w = f (z) es conforme en todos los puntos donde
1 (2) %= 0.

Observacién 1. Si la funcidn f (z) de la variable compleja z tiene
por doquier sobre la regién D la derivada f' (z), entonces esta derivada
es automdticamente continua por doguier sobre D, o sea, f (3) es analitica
sobre D. Haremos uso de esta afirmacién, aunque no vamos a demos-
trarla.

Observacién 2. De la igualdad (3) se deduce que si la funcién f (z)
tiene una derivada en el punto z, ella es continua en este -punto.

La derivada de orden k de la funcién j (z) se designa por f*) (z)
v se determina por induccién

Fr-D @) =™ @) k=1, 2, ... f@ (2) =] (2)-

Sabiendo que la funcién f (z), analitica sobre la regién D, posee
1a derivada continua sobre DD, en adelante no seré dificil sacar la con-
clusion do que f (z) tiene sobre D las derivadas continuas de todo orden

f @, 7@, 1@, ...

Se usa, ademds, tal terminologia: la funcién f (z) se llama anali-
tica en el punto 7, si es analitica en cierto entorno de este punto. Por
iltimo, se dice que la funcién f (z) es analitica en la clausura D
de la region D, si existe la regién G que contiene D (G > D) sobre
la cual 7 (z) es analitica.

Citemos las principales propiedades de las derivadas de funciones
de una variable compleja que son anilogas a las propiedades corres-
dondientes de las derivadas para las funciones de una variable real y
se demuestran de un modo andlogo:

[ (z) £ (2)]) =u’ (2) =0 (2), (5)
[u(a) v (2)] =u (2) v’ (2} +u’ (2} v (), (6)

[ : g:: ] _u {)v (x}v;-'(:}(z'j v’ (2) (v (2) 5= 0), @

dw _ dw dw )

dz ~ dv dz "
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La férmula (8) debe entenderse asi: si w es la funcién w = @ (v)
de la variable compleja v, funcién que tiene la t‘.lc‘n'iw.mda'g-ﬁ':-:ir = ¢’ (v)
¥ ¥ = ¢ (z) es la funci6én de la variable compleja z, funcién que tiene
la derivada -g?" = 1’ (z) entonces la derivada de la funcién compues.tn

w=F @) =qly @)

se calcula por la férmula (8).
A continugeién citamos algunas funciones elementales de una
variable compleja.
Funcién potencial
w = z",
donde n es un ndmero entero.
Esta funcidn tiene la derivada que se calcula por la férmula

@Y ="t (n=... =2, —1,01,...)
Cuando n > 0, es cémodo calcularla como limite
. (x4 As)t—2z™ =
fim

aplicando el binomio de Newton.

Cuando » << 0, se puede utilizar la férmula (7). .

Para n = 0 la funcién 2z es analitica sobre todo el plano z y para
n <0 es analitica sobre todo el plano, expulsando de él el punto
z =0,

Funciones €, sen z, cos z, tg 3.

Las primeras tres de eslas funciones estin definidas en nuestro
libro ¢eMateméticas superiores. Cdlculo diferencial e integrals, § 9.13,
como sumas de las series de potencias:

v 3
=ttt gt
23 28
I

22 zt
cos z-—i—-ﬁ--l*'ﬁ—' sane

sen z=z—

El radio de convergencia de cada una de estas series es igual a oo,
Por eso las derivadas de estas funciones pueden ser obtenidas, para
cualquier z, por la derivacion término a término de las series corres-
pondientes:

-3
() =1+ +5+...=¢,
(sen z)’ = 1—3-:«4--—-—» ...=C03z,

{cosz)' = —z--{--%}«—-;;—-}- ... = —8en z.
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Las férmulas para las funciones trigonométricas de la suma de
los argumentos complejos se mantienen las mismas que en el caso
de una variable real.

La funcién tg z se determina por la férmula

senz

tgz= cosz °
Su derivada es igual a
' cos? z4-sen? z 1
(tgz) = ::;,’ = (c0s 2 5% 0)

lo que se deduce de la férmula (7).

La funcién a* (a > 0) puede ser determinada por la férmula

a’ =e" "% = exp (z1n a).

Su derivada se calcula sobre la base de la férmula (8) concer-

niente a la derivada de una funcién compuesta
(2}) = (%) =¢n?ln a=a' lna.

Las funciones hiperbélicas sh z, ¢h z, th z se definen por las for
mulas
ef — =% L __ shz

7" chz=—F%—, thz——-ch‘ .
De aqui se deduce que
el iz

2
Sustituyendo en {9) z por ir-., obtenemos

shz=

shiz= =isenz, chiz=cosz. (®

cos iz = ch z, sen iz = ishz. (10)

Sefialemos una férmula més que es facil de comprobar
ch’z —sh®*z = 1.

Las férmulas de adicién para las funciones hiperbélicas es facil
de obtenerlas de (9) y (10) y de las férmulas respectivas para las
funciones trigonométricas de una variable compleja. Por sjemplo:
chifzy + 2,) =cos i (s +35) =

= (0§ iz, CO8 i%y — Sen iz sen iz; =
= ¢h z; ch z; -+ sh z; sh z,.

Las derivadas de estas funciones se calculan baséndose en las

férmulas (5}, (7) y (8):

(sh 21'=( ,s_.;—:- )= ex’gﬂ =chz, (chz) =shz,
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(thzy = REshls S (chz5£0).

BJEMPLO 1. Separar las partes real e imaginaria en la fuucién
w = cos z y hallar los ceros de esta funcién.

Sean z =2z 4+ iy y w=u(z, ¥) -+ iv{z, y). Tenemos
cos z == ¢os (z + iy) = cos z cos yi — sen z sen iy =
= ¢0s ¢ ch y — { sen z sh y.

Asi, pues, u(z, y) =coszchy y v(zr, y) = —senzshy. Para
hallar los ceros de la funcién cos z debemos igualar a cero sus partes
real e imaginaria:

coszch y=0, }
senxshy=0.

Resolvamos este sistema. Puesto que ch y 5= 0 para toda y real,
entonces de la primera ecuacién obtenemos cos z = 0. De la segunda
ecuacién para y 5= 0 obtenemos sen x = 0. Cuando las z son reales,
el coseno y el seno no se convierten en cero simultineamente, por
eso para y 7 0 el sistema no tiene soluciones. Si y = 0, entonces
shy = 0 y la segunda ecuacién se satisface para todo valor de z.
Ahora bien, los ceros de la funcién cos z se encuentran sobre el eje
real x y coinciden con los ceros de cos z.

Observacién 3. De esta afirmacién se deduce que los ceros de la
funcién ch z coinciden con los de la funcién cosy, donde y = Im z.

Observacién 4. Notemos, ademés, que el § 6.15, dedicado a las
funciones lineal y lineal fraccional, puede leerse también directa-
mente después del presente parrafo.

§ 6.3, Condiciones
de d’Alembert—Euler
(de Cauchy—Riemann]

Examinemos la funcién compleja
w=f@=ulzy +ivy (cD),
definida sobre la regién D del plano complejo. Supongamos que su
derivada en el punto z € D es
ty Jim —— 1
£ )= lim 22, 1)

Ahora bien, cualguiera gue sea el procedimiento por el cual
Az = Az + i Ay tiende hacia cero, debe existir el limite (1) igual
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a un mismo nimero complejo f' (z). En particular, esto debe tener
lugar si
a) Az = Az +i0 = Az y Az—0
o bien si
by Az=0-+iAy=iAy y Ay—-0.
En el primer caso (véase el § 6.1, (3))

f(2)=lim 22 —

Ar—{ 8z

. u(z+Az, y)—ulz, ¥) vz Ax, vz 1)) _
—gjﬂ [ Az . Az -
s Y u(z+4+Az, j;,v)—l.a{z, y)+ Vi u(z+:‘.\-’¢.:z—”(3' ¥ _

z Ax+0
sous du i av
T ox . dx "’

En el segundo caso

r — 1 Aw —
Ha=a=
— “u(z, YAy —u(x ), vz yHAN—v(E 0 _
_lil:lo Ay + Ay ] -
e d lipy B8y Ay —u(z, Y) e vix, gtdp—viz, ¥
=l 3 = &

. du av
==—igtay-

Pero entonces deben cumplirse las igualdades

du v Ju dv
ETm mT T @)

que suelen llamarse condiciones de Cauchy — Riemann. Antes pensa-
ban que fueron Cauchy y Riemann los primeros en ohtener estes
condiciones. Ahora se ha descubierto que ya las conocian Euler y
d'Alembert.

De esta manera hemos demostrado el siguiente

TEOREMA 1. 8i la derivada de la funcién

fl)=ulz 9+ vy

se encuenira en el punio z = x -~ iy, sus componenies reales u y v tienen
en el punto (z, y) las derivadas parciales de primer orden que satisfacen
la condicién de Cauchy — Riemann.

El teorema 1 puede ser invertido, si suponemos ademds que las
derivadas parciales de u y v son continuas,
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TEOREMA 2. Si las funciones u (z, y) y v (z, y) tienen en.el punto

{z, y) derivadas parciales continuas que satisfacen las condiciones de

Cauchy — Riemann, entonces la funcién de la variable compleja
“f(2) = u - v tiene une derivada en el punio z = z + iy.

DEMOSTRACION. Supongamos que las funciones u y v tienen las

derivadas parciales continuas en el punto (z, y). Entonces son deri-

vables en este punto, o sea, sus incrementos, correspondientes a los

incrementos Az, Ay, pueden ser escritos en la forma

Au=u(z+Az, y+Ay) —u(z, ¥)=
.:;:_Aa:+%?';dy+ol{p) (p—-0),
Bv=v(z+Azx, y+Ay)—v(z, ¥)=
a
=%B.‘n+%ﬂy+ﬂs(ﬂ) (p—0),

donde p = | Az | = V Bz I Ay?, o, (p) ¥ 0q (p) (p~0) son las
funciones infinitésimas cuya pequefiez es de un orden superior a p,

o sea, lim ol _ o (i = 1, 2). Por eso, teniendo en cuenta que
p=0

0, (p) + ioy (p) = 0 (p) (p—0), tenemos

Aw _ AutAv

Az~ Az-Hidy

du fu . f Bv v
5 Art g vt (et gy ov)

B elp)
= Az 118y o
fu av :
57 (Bz+18p)+ 5 (— By +1b7) 42 b I o O (1)
= Y ERTY R TRl TR SR WA

porqual—E-I=L=1. El simbolo o (1) designa la funcién infi-
Az |Az] =0
nitésima cuando p-—-0. Asi, pues,
. Aw du v
lim Fr=3+i3

o sea, la funcién f tiene en el punto z la derivada que es igual 2

o 8 .2

o=t 3)

Utilizando las condiciones (2), se puede obtener también otras

formas para expresar la derivada f (z). El teorema gueda demos-
trado.
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Si tenemos en cuenta que la existencia de la derivada f' (z) sobre
la regién D conlleva autométicamente su continuidad sobre I, de
los teoremas 1 y 2 se deduce el siguienie

TEOREMA 3. Para que la funcidn

fa) =uz y)+ iz v

sea analitica sobre la regién D del plano z es necesario y suficiente que
las derivadas parciales de primer orden de las funciones u y v sean
continuas sobre D y se cumplan las condiciones de Cauchy — Riemann

[ d a a
= = e (& YED):

Las funciones u y v se llaman conjugadas una a otra sobre D.

pyEmpLo . Las funciones |z | = V2 + y° Rez =z, Imz =y
no son analfticas sobre el plano z. En efecto, cada una de ellas puede
ser escrita en la forma f (z) = u + iv, donde u 56 0 y v =0 son las
funciones reales que, evidentemente, no satisfacen las condiciones de
Cauchy — Riemann.

EJEMPLO 2. Comprobar el cumplimiento de las condiciones de
Cauchy — Riemann para las partes real e imaginaria de la funcién
Ww = cos Z.

En el ejemplo 4, § 6.2, hemos mostrado que

iz, y) =cosxchy, vzr, y) = —senxshy,
de donde
du hy, —%coszsh
2z = —senzchy, zr=coszshy,
du o
== —coszshy, E=—se|1.rchy.

Ahora bien,

du - dv du av
== =% Y

o sea, las condiciones de Cauchy — Riemann estin cumplidas.
‘Puesto que las derivadas parciales de primer orden de las funcio-
nes u y v son continuas para cualesquiera puntes (13:, ¥), la funcién
w = cos z es analitica sobre todo el plano complejo.
PROBLEMA 1. Escribir las funciones ¢°, sen z, sh z, ch z, z" (r es un
nimero natural) en la forma

i) =u+ iv,

donde u = Ref(z), v=1Im f (z), y cerciorarse de que satisfacen
las condiciones de Cauchy — Riemann.
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Observacién 1. Si la funcién f (z) se representa en la forma
f(z) = R (z, y) exp (i® (z, ¥)),

donde R es el médulo y @, el argumento de la funcién f (z), entonces
las condiciones de Cauchy — Riemann tienen el aspecto

aR a0 R 4@
=Ry gy =B

§ 6.4. Funciones armdnicas

Supongamos que sobre la regién D del plano z estd dada la funcién
analitica f (z) = u (z, y) + iv (z, y). Entonces, como ya hemos sefia-
lado en el § 6.2, la funcién f (z) tiene sobre D las derivadas conti-
nuas de cualquier orden. Pero en este caso las funciones u y v tienen
sobro D las derivadas parciales continuas de cuslquier orden y las
derivadas primeras satisfacen las condiciones de Cauchy — Riemann

du av Fu v
Bz "Gy oy o oz (1)
de Jas cuales resulta que
Py 9% LN - ap
28 ~ @zady ' o | oxdy
Sumando estas igualdades, obtenemos
Mu dip
a7 T =0 (2)
El primer miembro de la ecuacidén (2) se designa por el simbolo

Kz e 'u *u
= "oz ayd *

La ecuacién
Au=0 3)

so llama ecuacidn de Laplace. El simbolo A=-£;-+ai;rss deno~

mina operador de Laplace.

La funcién u que posee derivadas parciales continuas de segundo
orden sobre D) y satisface la ecuacién de Laplace (3) ha recibido el
nombre de armdnica sobre D.

Pues, hemos establecido que la parte real de una funcién analftica
sobre D es la funcién arménica sobre D.

Si la primera igualdad en (1) se deriva respecto & y y la segunda
rafpacto a z y se sustraye la segunda igualdad de la primera, se
obtiene

Av =0,
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o ses, la parte imaginaria de una funcién analitica es también una
funcién arménica.

No obstante, la funcién f (s} = u -+ iv, donde u y v son funciones
arbitrarias arménicas sobre D, no es siempre analitica sobre D.
Seré analitica s6lo si Jas funciones u y v satisfacen sobre D las con-
diciones de Cauchy — Riemann.

Mostremos que si D es una regién simplemente conexa, entonces
para toda funcién u (z, y) arménica sobre D existe, con una exactitud
‘hasta una constante arbitraria, la funcién v, conjugada a la u sobre D,
tal que

f@=u (.1'.‘. y) + iv (xﬂ y}

es analitica sobre D.
Sea dada sobre D la funcién armoénica u (z, y). Pongames

PG =—4%, Q@ N="3

Por cuanto u tiene sobre I} las derivadas parciales continuas de
segundo orden que satisfacen la ecuacin de Laplace, entonces

oP _ o _ du 90
ay 9yt #z*  dx °

De la igualdad obtenida

oP _ 2Q
y de la conexién simple de D se deduce (véase el § 3.4) que la integral
curvilinea

(x, x. 1 N 2
{13 ('
[ pasroan= | (—graetgdv)=v@ v
{xa, Vo) (X, Vo)

tomada a lo largo de una ruta suave a trozos cualquiera L < D que
‘une. los puntos (e, Yo) ¥ (z, y), depende de estos puntes, pero no
depende de la forma de la ruta. En este caso v es una funcién potencial
para el vector (P, Q) sobre D, o sea,

v i du o Bu
w=P=—7 =% ©)

Esto muestra que v tiene las derivadas parciales continuas sobre D
gue satisfacen junto con u las condiciones de Cauchy — Riemann.
Pero entonces u y v son las funciones conjugadas una a la otra.

Si v, es'otra funcién conjugada a u sobre D, entonces

du, du ﬂl u (6)

9z dy = &y az *
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De (5) y (6) se deduce

Zin=y) o, L";Eﬂ=o sobre D.
Pero entonces vy — v = C sobre D, dondé C es la constante. La
afirmacién queda demostrada.

EJeMpLO 1. La funcién u = z® — y? satisface, evidentemente, la
ecuacién Au = 0. Hallar la funcién analfitica f {z), en la cual Re § ()=
= U,

Determinemos la parte imaginaria de esta funcién por la férmula
(4) (fig. 130):

x, ¥
V= S (2y dz - 2x dy) =

0. 0

x ¥ ¥
= j (2:0dz+22-0)+ | 20+ 2z dy) = | 22dy =22y +-C.
] ] [

Entonces la funcién f (z) = (2* — y*) + § 2zy + C) = 22 + iC es
analitica en todo el-plano complejo.
BIEMPLO 2. La funcién w =3z =z} ¥
-+ iy es analitica sobre el plano z. Por
congiguiente, las funciones u =z, v =y son (=.4)
armoénicas y satisfacen las condiciones de
Cauchy — Riemann sobre el plano z. Esto
se puede comprobar directamente.
elempLo 3. Las funciones u =z, v =
= -~y son armoénicas, pero las condicio-
nes de Cauchy — Riemann en este caso
no se cumplen, por eso la funcién f (z) = Fig. 130.
= g -+ i (—y) = z no es analitica.

Vamos a convencernos de osto directamente: w—z—z—iy,

Aw:(z-i-Az}—;.:-z--{—A_z—E:E, %=%= %_

Escojamos dos rutas de acercamiento del punto z -+ Az al punto z,
a saber, a) Az = 0, Ay — 0; b) Az -0, Ay = 0. Entonces:

dw_ -—lﬂy _ Aw 3
en ol caso 8) 4= = ~—1, o sea, - =1
Aw Az . Aw
en el caso b) == 0 sea, -_A?._,.j‘

Ahora bien, cuando Az — 0 el limite de% no existe y la funcién
w = z no tiene la derivada en ningéin punto del plano.

24-180
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Observacion 1. En las coovdenadas polaves z = pcosB, y =
= psen 8 la funcién arménica u (z, y) se transformara en cierta
funcién nueva respecto a las coordenadas p y O

u(pcosB psend) = w(p, 9).
Bs facil ver que
wp = U c0s O+ uy sen 0,
Wja ==ty c08* O + 2y, cos O sen B - uys sen? 6,
o = ——uxpsen 04 wypcoes0,
wps = Uaap? son2 0 — 2u%,p* sen B cos B4
4 wjep? cos? B-— pzs cos 6 — pu sen 6,

de donde
W - on ~ ” s
g +? wp —I-Fi; O = MW - g = A = Q.
En relacién con esta ecuacion se escribe

_» 1 @ i 8
N T

y el segundo miembro de esta igualdad simbélica se llama operador
de Laplace en las coordenadas polares. Hemos demostrado que

caf L a 1 8
Bofp, =0 (8=5+5 75+ aw)-

§ 6.5. Funcidn inversa

Supongamos que estd dada la funcién analitica
w=f(z}| (ZED)I. (1-}

que aplica la regién D del plano z sobre la region G del plano w
de un.modo biunivoco. Esto significa que a cada z € D le corresponde,
con ayuda de la funcién (1), un valor de w € G v, ademés, cada
v € G, en virtud de esta ley, corresponde solamente a un valor de
z € D. Do esta manera sobre G queda definida la funcién univoca

2=g @), (WEG), )
qgue posee la propiedad consisiente en que
flo (W) =w (weG).
Evidentemente tiene lugar también otra igualdad
olfEl =2 (z€D).
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La funcién z = @ (w) se llama funcién inversa n w = f (z) (z € D).
Mostremos que si

fe)#+0 eD),

entonces la funcién z = @ (w) es una funcién analitica sobre G.

En efecto, sean los puntos w, w -+ Aw € G. Con ayuda de la
funcién inversa a estos puntos les corresponden los puntos z, z + Az.
Puesto que, segiin la condicién, la funcién f tiene una derivada en el
punto z, ella es continua en este punto: Aw—0, si Az —>0."En
virtud de la biunivocidad indicada es justo asimismo lo inverso; lo
que se puede demostrar, pero omitimos esta demostracién, Az — 0
si Aw — 0. Pero entonces

Az , 1 1 ' )
sote B0 N EE e (E#0-
Az

Esto muestra que la derivada de la funcién inversa z = ¢ (i) existe
en el punto w y es igual a

¢ (W)= (WEG). (3)

Puesto que w es un punto arbitrario de G, f’ (z) es una funcién
continua y f* (z) %= 0, entonces la funcién ¢ (1) es analitica sobre G:
eiEMpLO 1. La funcidén 1)

w=uaz-+ b
para a = 0 aplica biunivocamente todo el plano z sobre todo el plano
w. En este caso la funcién inversa tiene la forma

w—b
e

2=

Directamente se ve que estas dos funciones son analiticas sobre
los planocs 3 y w, respectivamente (w' = @, z' = 1/a).

Funcién Yz = z™ (n es un nimero natural). Partamos el plano R
de los puntos z en n sectores por medio de los rayos

0=0,=Zk, (k=0, 4, ..., n—1),

que salen del punto nulo (véase la fig, 131, donde n = 3). Sea D,
8l sector

0, <0< Bpyy, p>0, 4)
1) Una informacién més detallada sobre esta funcién véase en el § 6.15.

bl
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o miés exactamente, el conjunto de los puntos z = pei®, p >0, que
tienen el argnmento § = arg z que satisface las desigualdades (4).
Es evidente que Dj es una regién. Degig-
¥ nemos ahora por D} el conjunto que se ob-
8 tiene agregande a Dy el rayo © = 8, (junto
con el punto nulo). Los puntos de Df se pue-

5 den escribir en la forma

z=pe® (8, <O < Ohsy, p=0)
Pongamos, ademis,
B =0y + 9 (B <0< Busy)
Fig. 131, Si 0 <C0, =2aln, entonces O <
# 8 <2 04, & inversamente. ;

La funcién w = z" aplica D} biuniveca y continunamente sobre
todo el plano

6;

w = ret® (0 << g << 27)

el cual designemos per R'.
En efecto,

in (2—“' k+¢).
rei® = p"eine__-p"'g n =p“ein‘b.
por eso
n 0<y< 8, =22

r=p", @=n\ ( Sy<< !.—_n-) '

de donde
p= P = V;‘ an: q}fn‘

donde J/F es el valor aritmético de la raiz n-ésima de r, o sea, un
nimero no negativo cuya n-ésima potencia es igual a r. De lo dicho
se deduce que la funcién w = z" sobre el conjunto Dj tiene la funcién
inversa

| 3H2kR
z __.(5}]‘ =pe'a=r‘f"e n f
k=0,1, ..., n—1; w€R". ()

En peneral, la funcién w=z" tiene la funcién n-iforme inversa
g '

1=V

que tiene n ramas continuas (5) correspondientes a los nilimeros
k=01,... n—14.Las ramas (5) que se definen por los nimeros
k=0,1,..., n—1aplican B sobre D3, D{, . . ., Di.y, Tespecti-
vamente.
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Para calcular la derivada de la k-8sima rama tenemos que exami-
nar la regién Dy < D§. Designemes por R} el espacio R’ sin el
rayo ¢ = 0. g

La funcién analitica w = z" aplica biunivocamente Dy sobre R;.
En este caso la funcién inversa correspondiente se determina por las
férmulas (5). En virtud de (3) 1a derivada de ella es igual & (z € Dy}

npeye  mp—e A 1
(Vw) =(/w)n=w=m=%=

@+ 2k n i
_Atme T8 A bt ) et A et
T plledZkR) T n “n

Examinando las regiones D, en vez de los conjuntos D}, excluimos
del examen los rayos © = 0, del plano R. Si nos interesara el com-
portamiento de la funcién z" en los entornos de estos rayos, debe-
riamos cortar el plano R mediante los rayos

0=0,+a O<a<aln, k=01,...,n—1)

y suponer que Dy y D} son los conjuntos de los puntos z € R defini-
das respectivamente por las desigualdades

Bk+u¢:9<ﬂ*+,+a, Bh+agﬂ<9h+1+a.

Funciones ¢ y In z. La funcién
w=¢ = = g%V (z =12+ ly)

es analitica sobre el plano R de los puntos z. No es igual a cero para
todos los valores de z € R. Esto se des-

prende del hecho de que ;4
L
&0 y |ev|=1. P
Designemos por R’ el plano de los
puntos w, por R, este plano con el pun- 5 o
to O sacado del mismo y por R, este
plano con el rayo positive del eje =z, 0,
sacado del mismo.
A continuacién veremos que la ima- -z
gen R, con ayuda dela funcion w = ¢,
es la regién R,. Sin embargo, la aplica- Fig. 132.

¢ién de R sobre R, no es hiunivoca: la
funcién inversa a w = ¢', llamada logarilmo naturel de w y de-
signada por

z=Inw (w€Ry),

es infinitiforme. A continuacién definiremos esta funcion.
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Para esto partimos R ‘en franjas mediante las rectas (fig. 132)
y =y = 2nk
(=0, 1, £2, ...).

Designemos la franja abierta y, << ¥ <C ya+; Por D, y la franja
semicerrada yp < Y << ya4y Dor Di.
El cambio de la variable y por n con ayuda de la igualdad

y=1yr+n
aplica biunivocamente la franja D} de los puntos z = x - iy sobre
la franja D} de los puntos x + in.
Examinemos la funcién w = ¢* sobre el conjunto Dji. Poniendo
z =gz 4 Iy, w = reiv, 0 < ¢ < 2n, tendremos

W = rei® = gl = ¥t/ = gTein (0 <L n << 2m),

de donde
r=¢, ¢=1.
Ahora bien
z=Inr=1In|wij

yv=ytn=y+¢=2kn +agwk=0 1, £2,...).

Por consiguiente, la funcién w = € tiene sobre la franja D la
funcién univoca inversa

z=z iy =@n=In|w|+i(agw+ 2n),
T ®)
En general, la funcion w == ¢* tiene una funcién inversa infinitiforme
=lhw, (WE R;)‘

que tiene un nimero infinito de las ramas continuas (6) correspondien-
tes. a.los nidméros & = 0, +1, +2, .. ..

Madiante la funcién analitica w = ¢* la region D, se aplica
biunivocamente sobre la regién R, del plano w. La funcién univoca
inversa a ella, que se define para "el ntimero & dado por la igualdad
(6), es analitica sobre R!. Su derivada se calenla de la mejor manera
con ayuda de la formula (3):

(lnw)':(]nw};.—_“—t),—::—!:-:’—{weﬂ[], ' (M

Subrayamos que aqui no hemos calculado la derivada de la funcién
multiforme In w, sino de su determinada rama univoca que corres-
ponde a cierto nimero k.

El hecho de que la derivada resulta igual a la funcién 1/w no
dependiente de k tiene su explicacion en que las diferentes ramas (6)
se distinguen en una constante.
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Al calcular la derivada de z = ln w hemos supuesto que los puntos
z pertenecen a las regiones D, sin someter a examen las rectasy = yy
del plano R. ' _

Si nos interesara el comportamiento de las funciones investigadas
sobre las rectas y = ya, deberiamos cortar el plano R mediante las
rectas desplazadas

y=y+o (0<o<2m yu=2nk k=0 +1, £2,...,

considerando de este modo que I}y es la regién de los puntos z —
=z + iy para los cuales yp +a <<y <<yns + <.

La funcién potencial 2% (x es un nimero real) se determina por la
férmula

We=g =% Nt po[Inlzl+i(arg 24+240) =
= |z [egixl@rgz+am (k=0, £1, £2, ...) (8
o hien
w=pZeia ®+2m (=0, 41, £2, ...), ()
donde

z = petd,

S8i @ es un nlimero entero, entonces
eiaﬂm — 1

¥
w = (pet®)r = 3%,

donde z* se entiende en el sentido habitual como el producto « de los
factores z.

Si @ = +plq, donde p >0, g >0, son los nimeros enteros,
entonces los nimeros del segundo miembro en (8') son esencialmente
diferentes solo para k=0, 1, ..., ¢g—1:

w==pleia®+2km (k=0, 1, ..., g—1).

En particular, cuando o = 1/ y n es un namero natural, ya
hemos obtenido este resultado (véase (5)).

No obstante, si & es un niimero irracional, entonces las funciones
definidas por la férmula (8) 6 (8') para diferentes k son dis-
tintas. Son las ramas continuas de la funcién multiforme (Infinitifor-
mes) w = z%,

Luego tenemos (z = pe?).
¢ (In p (B4 2k7))
Ampri@tzan]

== gel®- DV 1in p+d (B +2hM)) = goo-1,

(zu)':(eu. lna)’_;eu]nl,_c:,:a



376 Cap. 0. Funciones de una variable compleja

o sea, la igualdad
(%) = oz=-! &)

justa para toda rama z%. De esta manera, la rama 2%~ del segundo
miembro de (9) debe ser tomada con el mismo valor de k con el
que ha sido tomada la rama z* del primer miembro.

Observacién 1. Las funciones inversas para las funciones trigono-
métricas e hiperbélicas se pueden introducir de un modo anélogo.

Por ejemplo, la funcién w = Arcsen z es inversa a-la funcién
z = sen v, o sea, sen [Arcsen z] = z.

De 1a ecuacién

elw_ g=lw ettw.—{
Z=58en W= 77 ] 2iel®
encontramos
et 24z 1=0, =izt )/ 1—22,
0 sea,

fw=In|iz % ]/1—33 | + i farg (iz + V1—2% 4 2kn].
Asi, pues,

we=Arcsen 2= —i[In | iz = YV 1—2% | + i Jarg (iz o+ V' | — 2%) + 2kn]

es una funcién de infinitiforme (k = 0, 21, =42, ...).
Anéalogamente se puede obtener

Arccosz= —i [In |z :x:Vz?-—‘l | i Jarg (z £ V 22— 1) + 2kx]],
Arclg z= ——% [ln Iﬁ:—"“l-{-i (arg 1+’f +2kn)],

2t 1—13i

Arshz=In|z VZF1|+ilarg (s £V 22+ 1)+ 2ka),
Archz=In |z V22—1|+ifarg (z £V 22— 1) 4 2kn].

§ 6.6. Integracién de funciones
de una variable compleja

Sea w = f (z) = u -+ iv una funcién continua de la variable comple-
ja z, definida en la regién D, y sea L una curva suave en D, teniendo
por comienzo el punto A y por fin el punto B (fig. 133), curva defi-
nida por la ecuacién

=2+
@<t<p)
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0, lo que es lo mismo, por las ecuaciones
z=z(0),
y=y(?)

. Como siempre, la direccion sobre L corresponde a la variacién
del pardmetro t entre @ y B (4 = z (o), B = z (B)).

}. (e<t<h). (1)

Fig. 133.

La integral de la funcién f (z) tomada a lo largo de la curva L
se define del modo siguiente:

S,f(z) di= i (u+iv) (dz+ idy) = | (wdz—vdy) +
L

L

f
+twdrtudp =@, yo) = O-rvew,
L o

B
y) v () dH-iS (z@), @) 2" () +u(=z(), ¥y @)1dt. (2)

8i se tiene en cuentaque s’ (¢) = ' () + iy’ @)y u (z {t), ¥y @)=
= u (z ()}, la igualdad (2) se puede escribir en forma abreviada asi:

]
{t@dz=T 1202 v a. 3)

Ahora bien, de (2) se ve que la integral de una variable compleja
es la suma de dos integrales curvilineas y su célculo se reduce al de
las integrales ordinarias.

La integral (2) existe para toda funcién continua f (z) (en este
caso las funciones u (z, y) y v (z, y) también son continues) y para
toda curva suave L (o sea, cuando 2’ (£), ¥’ (t) son continuas y z’ (£)*+
+ ¥ (1) >0).
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8i la curva L es suave a trozos y se compone de trozos suaves

orientados L,. ..., Ly, entonces, segdin la definicién, consideramos
{1@a=3 | te (4
L k=1 Lll

En virtud de las propiedades de una integral curvilinea obtene-
mos ficilmente

) [t@a=—{rad,
L L~

donde [~ es la misma curva que L, pero de orientacién contraria
(véase nuestro libro «Matemadticas superiores. Calculo diferencial e
integrals, § 7.4).

2 [+ Be@ids=4§1@di+B [ o@as,
L

L L

donde A y B son los nimeros constantes.
3)8i |f(z) | <M para z € L, entences

| 1@ az| <,
L

donde I es la longitud de L.
En efecto, en virtnd de la propiedad ordinaria tenemos

| § 1) da|=| i f[z(tlla'(t)dt|£§ FIEOIREROIEES
L o @

] B
< | Mz @ia=nm [ VEEFyE de=ML.
[+ o
EIEMPLO L.
5 sf_‘zﬁ = 2ni, (5)
L

donde L es Ia circunferencia que tiene por centro el punto z, y estd
orientada en el sentido contrario al de las agunjas del reloj.
En efecto, la ecuacién de L se puede escribir en la forma

2 =12+ petf (0t < 2n),

donde p es el radio de la circunferencia L. Por eso
an 2n

S dz =5“““‘"=i51d:¢'2ni.
o

z—12y pett
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EJEMPLO 2. Para un n entero, n 5% —A1,

.,5 (z—z"dz =0, ®

donde L es la circunferencia que tiene por centro el punto g, y estd
orientada en el sentido contrario al de las agujas del reloj.
En efecto,

n
5 (z—z20)" dz = 5 pr el Dl gt
L 0

2n

. . pllnd 13t 1o
= ipn+t i ettt dt = jprtt L [T =0 (n-15£0),

porque "R — 4 para n enteros cualesquiera.

TEOREMA 1 (DE CAUCHY). Si la funcidn f (z) es analitica sobre
una region D simplemente conexza, entonces la integral de f (z) tomada
a lo largo de cualguier contorno cerrado suave a trozos T, perteneciente
a D, es igual a cero

if{z)dzmo.

pEMOSTRACION Por cuanto f (z2) = u 4 iv es una funcién analitica
sobre D, las funciones u (z, y) y v {(x, y) son continuamente deriva-
bles y se cumplen las condiciones de Cauchy-—Riemann:

du Au du du
i air i ks @

en virtud de las cuales las expresiones vdr + udy y udz — vdy
son las diferenciales totales de ciertas funciones. Por eso las integra-
Ies curvilineas de estas expresiones tomadas a lo largo del contorno
cerrado I' son iguales a cero (véanse los §§ 3.4 y 3.5). Pero entonces,
conforme a la igualdad (2},

i f(2) . j (wdz—vay) +i | pdztudy)=0.
T
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EJEMPLO 2.

Sz“dz:O (n=0, 1, 2, ...},
r
Semz=o. P*d;:ﬂ (@>0),

T P
Ssanzdz=0, jcoszdz;-o,
b by

{ shzdz=0, hzdz=0,
ésxz ¥4 IS'C 2 Uz

donde I es un contorno suave a trozos cerrado arbitrario, perque las
funciones subintegrales son analiticas sobre el plano z. Estas tienen
la derivada continua en todos los puntos z del plano complejo.

Fig. 134.

Como coroclario del teorema 1 obtenemos el siguiente

TEOREMA 2. Supongamos que la region D de un plaro complejo
estd limitada por un contorno suave a trozos compuesto T, orientado
positivamente, o sea, al recorrer el contorno T' los puntos de D guedan
a la izquierda. Entonces para la funcién f (z), analitica sobre D, tiene
lugar la igualdad

{1@as=0.

T

Aclaremos este teorema. En la fig. 134 est4 representada la region
doblemente conexa D cuyo contorno suave a trozos I' =TI’y 4 Iy
estd orientado positivamente.

Unamos los contornos 'y y I'; con ayuda de un trozo suave v,
como lo muestra la fig, 135. Orientemos y por dos métodos contrarios:
¥+, ¥-. Como resultado ohtenemos la regién nueva D', simplemente
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conexa, limitada por el contorno orientade I'y + v+ + I'y + 7--
Segln el teovema 1

f(z)dz=0,
Tet+vatT v
Pero

j f(2) dz= 5j(z)ds-|— { t@az=o0,
VotV Yo Ve

por esc

§;‘(z)a‘.z= S,r'[z}dz-{— j;(s)d:no.

Ty Ty

En este caso cada una de las integrales 5 v j puede también
Iy Ty
no ser igual a cero.

Observacién 1. Para brevedad, a continuacién escribiremos a veces
en lugar de «contorno suave a trozos continuo cerrado» simplemente
«contornon.

Del teorema 2 se deduce como corolario el siguiente

TEOREMA 3. Supongamos gque la regién D estd limitada por el
contorno exterior T', orientado en el sentido contrario al de las agujas
del reloj, y por los centornos interiores Ty, Ty, ..., Ty, orientados
en el mismo sentido (como lo muestra la fig. 136, donde N = 3)
y supongamos que sobre D estéd dada la funcién analitica f (z).

Entonces tiene lugar la igualdad

N

fr@d=3 {16 de ®)
T

R=1T)

En efecto, si suponemos que I'; es un contorno igual a [y, pero
orientado en el sentido de las agujas del reloj. entonces segiin el
teorema 2

o
{r@a+ 3 [r@dz=o,
r R=1TF

de donde se deduce (8), puesto que

L

{fzydz=— j{(z}dz.
Ty
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Sefialemos que si en el teorema 3N = 1, entonces

Y@= {f@as (9)
1 f\
(Fig. 137).
Observacion 2. De la igualdad (9), o sca, del teorema 3 para
N =1, resulta que las igualdades (5) y (6) siguen siendo justas
si en ellas la circunferencia L que tiene por contro el punte z, se

Fig. 137.

sustituye por cualguier contorno suave a trozos cerrado L" que con-
tenga dentro el punto z, y esté orientado en el sentido contrario al
de las agujas del reloj:

5L=2m:, (10)

S(z—zn)“dzgzo T | 8 (11)
R

Las formulas (10) y {11) son principales en esta teoria. Son preci-
samente ellas a las que, como veremos suele reducirse el cdlculo
de las integrales curvilineas de las funciones analiticas (véase a con-
tinuacién los §§ 6.10 y 6.11).

§ 6.7. Férmula de Cauchy

Supongamos que la funcién f (z) es analitica en la regién cerrada
simplemente conexa D (D = D |J 38D) provista de una frontera
suave a trozos L. Entonces tiene lugar la formula de Cauchy

10z = g § LEE, (1)
L

donde z, es un punto cuaslquiera dentro del contorno L, y la integra-
cion se realiza en el sentido positivo (fig. 138), o sea, en el sentido
contrario al de las agujas del reloj.
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Ahora bien, es suificiente determinar la funcién analitica sobre
el contorno L y con ayuda de la férmula (1) se puede obtener auto-
méaticamente sus valores en otros puntos de D.

Para demostrar la férmula (1) examinemos la funcién

—f (za)
ola)= L=l @

La funcién ¢ (z) es analitica en todos los puntos de D, salvo.z =g,
Describamos alrededor del punto z, la circunferencia y < D (véase
la fig. 138). Entonces, segin el teorema 3 del § 6.6

{e@di={ 9@ as ®)
L ¥
y el valor de la integral

E P(2)dz= 5 © (2) dz
v lz=zsl=p
de hecho no depende de p. Observemos que de (2) se desprende que
lim @ (2) = 1" (zo).
Si la funcién ¢ (z} se define en el punto z,, poniendo ¢ (z,) = 1 (z4)y
entonces se hace continua en la regién cerrada D _¥, por consiguiente,
su médulo estd acotado: | ¢ (z) | << M, Vz €D. En virtud de lo
dicho (véase la propiedad 3 del § 6.6)
| 5 tp(z)dzlsi.M-an-
¥
Puesto que el niimero p se puede tomar tan pequeiio como se quiera
y la integral S ¢ (z) dz no depende de p, entonces

v

S p{2)dz=10,
v
Por eso de (3) tenemos

Scp(z)dz:SWdz:O.
E I

Ya que (véase (10) del § 6.6)
§ Lok dze (e § 2= 2mif
L

z—2, z—1p
L

la formula de Cauchy queda demostrada.
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La férmula de Cauchy tiene lugar también para una regién multi-
plemente conexa y su demostracion se puede reducir a la férmula de
Cauchy para la regién simplemente conexa, ya demostrada.

En la fig. 139 estd representada la regién doblemente conexa D
cuya frontera L orientada positivamente se compone de dos contor-
nos cerrados, correspondientemente orientados (L = L, + L,).

Sea z, un punto arbitrario de D). Vamos a unir los contornos L,
¥ L, por una curva suave a trozos y orientada desde L, hasta L,

Fig. 439, Fig. 140.

la cual no pasa por el punto z,. Junto con la curva y introduzcamos
la curva y. que coincide con aquélla, pero es de orientacién contra-
ria.

Si de la regidn D se saca v, la regién D, que queda serd simple-
mente conexa, provista de una frontera orientada positivamente:

L’=L0+Y—+'LL+?=L+?~'-L'\’-

La funcién f (z) es analitica sobre D, y z, € D,. Por eso en virtud
del teorema de Cauchy para la regi6n simplemente conexa

f(zn)=TIt,—L-S,—_‘f‘:’—ds=7},—(§+£+v§)—’i‘l-ds¢

-1 Z-=Zg

I—3g

1 1(z)
=m 5 4%
£

flz) 1(2)
porque i o dz+1j o dz=0.
EJEMPLO 1. Calcular la integral

sen z
5 g1 az,
L

donde L es el contorno, orientado en el sentido contrario al de las
agujas del reloj, que contiene el punto z = i (fig. 140) y es tal que
el punto z == —i se encuentra fuera de él.
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Escribamos nuestra integral en la forma

sen s ds

) GFOG=]

y examinemos la funcidn f (z) = sen z/(z + i). En virtud de nuestras
suposiciones sobre el contorno L esta funcién es analitica en la regién
cerrada, limitada por el contorno L, y por eso, segiin la férmula de
Cauchy,

ds o i
{5 =§-{-§’!ﬂds=2mm)=2uz (ool o1,

§ 6.8. Integral
del tipo de Cauchy

La expresién

1 §(s) d
2ni $—z5 '
L

donde f (z) es la funcién analitica en la regién cerrada D limitada
por el contorno L orientado positivamente, se llama iniegral de
Cauchy.

Si z, se encuentra dentro de L, la integral serd igual a f (zo);

si z, estd fuera de I, f w serd la funcién analitica en D vy, por

consiguiente, la mtegral de Cauchy serd igual a cero.

Supongamos ahora que £ es cualquier curva suave a trozos orien-
tada, no obligatoriamente cerrada y ¢ (z) una funcién continua
determinada a lo large de ¥. La expresion

F (20) = —5ar- Smdz )
£

se denomina integral del tipo de Cauchy. No es més que la funcién
F (z,) determinada fuera de X (2, € £).

TEOREMA 1. La integral (1) del tipo de Cauchy e§ la funcion
analitica F (30) para todos los valores de z, € £.

La derivada del orden n de F (z,) se calcula por la férmula

F(n)

. SM (r=1, 2, ...). 2)
ol

(‘_z')!\i-i

25180
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DEMOSTRACTON. Sea ¢ un circule arbitrario sin puntos comunes
con la eurva £, La funcién de dos variables complejas z, v =
@ - P (2)
{zn' z) T—8

es continua sobre ol conjunte oX £ (5, € o, z € £) v tiene sobre
éste la derivada parcial continua

a0 %)
az, TR

(hay que tener en cusata que puesto que el circule o no se interseca
con £, entonces, cualesquiera que sean z, € oy z € £, la diferencia
z — 2, 5= 0). Esto muestra que la derivacién de F (z,) respecto al
pardraetro z, es legitimo realizarla bajo el signo integral en 1):*

; L ewd
Bz} = S(S—:o):.

En este caso la derivada F’ (z,) es continua fuera de £ (vdase cl
§ 2.4, teorema 4, el cual se generaliza facilmente para el caso de
integral de una variable compleja).

Hemos demostrado la férmula (2) para n = 1. Para n == 2 los
razonamientos se efectian por induccién.

COROLARIO &, Si la funcién w = [ (2) es analitica en la regién D,
0 sea, es continua su derivada primera sobre D, entonces ella tiene deri-
vadas de todos los drdenes.

DEMOSTRACION. Sean 3o cualquier punto de I y o un circulo,
con el centro en z,, que se halla por completo en la regién D y sea
v la circunferencia, o sea, la frontera de o orientada en el sentido
contrario al de las agujas del reloj. Entonces por la férmula de Cauchy

f (o0 = g § L5

¥
o sea, la funcién f (z,) se representa por la integral del tipo de Cauchy
cuando £ = v y @ (2) = f (z). Por lo tanto, en virtud del teore-
ma 1, / (z) es infinitamente derivable y -

fm (z°)=_'£7:!T 5 (;.f_{::)‘:u (=1, 2, ...). 3

§ 6.9. Serie de potencias
Examinemos la serie de potencias

f@ =% exe—z)*s (l2—%|<R), (1)
k=0
cuvo radio de convergencia es B > 0.
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De la teoria de las series de potencias.sabemos que la serie (1).
converge uniformemente sobre el circulo | z | < p, donde p es todo
nitmero positivo menor que R (p << R). Por eso la suma § (z) de la
serie (1) es una funcién continua en el circulo abierto |z — 24 | <<
. << R. Ademds, f (z) tiene sobre este circulo la derivada continua
#™ (z) de todo orden la cual se puede calcular derivando la serie (1)
términe a término. Esto muestra que la suma de la serie de potencias
es una funcién analitica en el circulo {jabiertol) de su convergencia..
Los naimeros ¢, se caleulan por la férmula

f‘” (20)

] 1
lo que muestra que la serie de potencias es la serie de Taylor de su
suma. En virtud de las igualdades (3) del § 6.8 esta formula puede
ser sustituida por la siguiente:

2,” I_(;l_(i'l)it_l (k=0, 1, 2, ...),

Cp

(=0, 1.2, ..), 2

Cy

donde L es un contorno arbitrario orientado en el sentido contrario
al de las agujas del reloj, que pertenece
al circulo de convergencia de la serie (1)}
y contiene dentro el punto z,.

Sin em} ..go0, es justo también el si-
guisnte

TEOREMA 1. La funcién f (z), analitica
en el circulo {z — 3, | << R, se desarrolla
en una serie de potencias, convergenie hacia
ella, segin las potencias de (z — z.).

DEMOSTRACION. Sea f (z) una funcién
analitica en el circulo |z — 2, | < R.
Designemos por z un punto cualguiera
dentro de este circulo (fig. 141). Des-
cribamos la circunferencia L. que tiene
por centro el punto z, y es de radio p <C R, de modo que el punto z
resulte dentro del contorno L. Entonces la funcidn f (z) serd analitica
sobre el contorno L y dentro de €l. Por eso, segiin el teorema
de Cauchy,

Fig. 141,

1
”"}EWX i({id% : 3
L
La fraceién 1/({ — z) se puede representar en la forma
1 i i
£~z =C‘—lo- [P Je | ’ @

C—z,

n-
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Cuando el punto { € L y z se halla dentro de este contorno, entonces

z—zal __ 12—2 |
L_Sn\— P =ik ()

Por eso 1/(1—»%}:1] se puede considerar como suma de la pro-
L4
gresion geométrica convergente

1 “isie z—2g , [ z-—25 \2
1__2“10 _1+§-’5:T(£‘“!n)+”" (5)
E—z,
De (4) y (6) obtenemos
1 1 z—1y , (5—20)?
L—z — L—1 " (L—z0)? 3 (L—z)? T i @

ademas, la scric (7) converge uniformemente para cunalesquiera
t € L y z conslante, porque, como se ve de (3), la expresion ig:::l
no depende de & € L y es menor que 1.

Multiplicando (7) por %:—_‘CT) {sin alterar su convergencia uniforme)
e integrando a lo largo de L, tenemos

1 fay 1 DdL , s—z, | (L)AL
2 i L—z i ‘S T—zp 1 2@1.!05 (L —30)* Fowa

En virtud de (3)
flz) =co+ 0y (8 — 20) + ¢ (2 — 20)° + ..y (8)
donde hemos designado

se: J@d ™z -
C"PWLS gt (meell 4, B 00)e W)
Por lo tanto, hemos demostrado que la funcidn analitica f (z)
en el cireulo |z — 2z, [ << R se representa por la serie de potencias
(8) con los coeficientes (9), o sea, por su serie de Taylor.
psempLO +. Al desarrollar las funciones en serie de Taylor se
_puede utilizar los desarrollos conocidos de las funciones elementales.
Por ejemplo,

A zn
cosz= (—1)"-«(—’2"7,
n={

por eso

1—oos % —1 § (— 4y 120

2 i
SUlSa = 5 el

n=1
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son 2

Tosz o0 un entorno bastante

eiEMpPLO 2. La funcién gz =

pequefio de z = 0 es una funcién analitica (tgz)’ = —’5%;;- ¥

cos z = 0). Por eso la funcidén dada puede desarrollarse en serie de
Taylor segiln las potencias de z, aunque es dificil de calcular la forma
general del coeficiente. Tenemos ¢ =0, ¢, =1, ¢, =0, ¢; = 2,
o sea,

2z
tgz=z—|—-—-3-l-——!— .

EJEMPLO 3. Desarrollar en serie de Taylor la funcién w = sh z

o0
o S -
y w=chz. Tenemos e= 2, = por eso shzi= e =
n=0
N+l o} -7 = n
2 - ef . g~ _ F3
= E orpe R et 20 @y -
A==

§ 6.10. Serie de Laurent "

TEOREMA 1. Sea 0 <{r << R < oo. Toda funcién analitica [ (z)
en el anillo
r<<|z —zo| <R (1)

se represenia univocamente en este anillo en la forma de la serie conver-
gente

f@= 2 ¢ale—2)" = E} cn(2—2)" + 5_‘, yrr—n i B ¢
donde T e

c,,=;?§—(;—f_‘f:]‘;%, (r=0, 1, £2, .. g

¥ v es cualquier circunferencia | § — 2, | = p, r << p << R orientada

en el sentido contrario al de las agujas del reloj.

La serie (1) se llama serie de Laurent de la funcibn [ (z) segin
las potencias de (z — z,) o desarrolle de Laurent de la funcién f (z)
en el anillo r<<}z—2, | < R.

1) P. Laurent (1813 —1854), matemético francés.



390 Cap. 6. Funciones de una variable compleja

oy
opsenvacion 1. Cuando se dice que la serie . converge,se
-0
oo |
entiende que convergen por separado las series E vy D
n=0{ n=-—oo

DEMOSTRACIGN DEI TEOREMA &. Tomemos las circunferencias ¢
vy C de radios ' y R’ (r<< 1 << R' <~ R) que tienen por centro el
puntio z4, doude estan orientadas en cl sentido contrario al de las
agujas del reloj {fig. 142).

En virtud de la condicion del teorema f (z) es analitica en el
anillo entre las circunferencias ¢ y € y sobre las mismas circunfe-
rencias. Por cso segin la férmula de Cau-
chy para un contorno compuesto tenemos

Fl)m g [ L0 L L0

L—z !
(4)
o hien
o fdl 1 {{5) at
f{ayee 2ni (!; t—z i 5 {—z °
. (4)
Fig. 142. donde z es un punto entre las circunferen-
clase y C.

Eun la primera integral la £ designa un punto de la circunferen-
cia C, por eso

z—zg | [ r—3x |
T | Wk
1 = E {z——z‘,)" {5)
Lz 77 T—3 CETER
G- [1-g=2] g €

con la particularidad de que la serie que se encuentra a la derecha
converja uniformemente para { € C (para un valer fijo de z).

* En la segunda integral £ designa un punto de la cl.rcunferencia £y
por eso

'E_:%”_ <t

T lr—g

1 i (t"’"u)“
. 6
= (z—12¢) [1—-;__—%] ] Z =" ! )
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con la particularidad de que la serie dispuesta a la derecha converja
uniformemente para todos los valores de { € ¢ (siendo fijo el valor
de z).

Sustituyendo (5) y (6) en (4) e integrando término a término,
obtenemos

fa= 2 '2::75 [;i-{fo}:+{ (2—2)" -+
n=0 c
f (L) af —nwl
| Ao e =

14

_s. L
= r@ﬂ Il _j T (z—29)" +

o i
+ =
=}

o0 l - "
+ 2 5 5 %(x—w (7
n={ ¢

Puesto que la funcién f (L)/(L — 2,)"*! es analitica en el anillo
para todo valor de n, entonces, en virtud del teorema de Cauchy,
la integral (3) serd igual a la integral semejante tomada sobre una
circunferencia cualquiera, en particular sobrs ¢ y C. Por eso de (7)
se de:;iuce (2), donde los nimeros c, se calculan mediante las férmu-
las (3).

La primera serfe ) ¢, (:— 2,)" en el segundo miembro de (2)
ne=(

converge en el circulo | 2 — z, | << R hacia cierta funcidén f, (z),
analitica en este circulo. Se llama parte regular de la serie de Laurent.
La segunda serie en el segundo miembro de (2)

Z cﬂu{z-—-zu]"“
n=1
converge para |z — z, } >r. Determina cierta funcién analitica
f» (z) denominada parte principal de la serle de Laurent.

Asi, puss,

() =fi(2) + 1. (2}

donde f, (z) es la funcién analitica en el circulo |z — 2z, | << R
v fa {2), fuera del circulo de radio r con el centro en el punto z,
(]2 — 20 1>>71). Dentro del anillo r<|z — 3, | < R estas dos
funciones son analiticas.

Los coeficientes ¢, de la serie de Laurent de la funcién f (z) exa-
minada son Gnicos, porque se calculan por las férmulas (3).
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eIeMpPLO {. La funcién
1 1 1
1@ === ~=F =2

es analitica sobre el plano z, a excepcién de los puntosz = 2yz = 3.

a) La funcién f (z) es analitica en el circulo |z | < 2 y por eso
en virtud del teorema 1 del § 6.9 puede ser desarrollada en serie de
Taylor segin las potencias de z, convergente en el circulo |z | << 2:

F@)= 2 eas™. (8)
h=0
Los nimeros ¢, se pueden calcular por la férmula
()
=152 (=0, 1, 2, ...). (9)

Sin embargo, en el caso dado puede asimismo obtenerse la serie
(8), aplicando la férmula para la suma de los términos de la progre-
sién geométrica decreciente. Tenemos (si |z | << 2)

e h=0
SR oo 1L SECYRSNEES SN
2 =

Por eso para nuestra funcién "h=“é‘ii-1T_‘§£!;T°
En virtud de la unicidad del desarrolio de la funcién en la serie
de potencias los nimeros obtenidos ¢, son iguales, respectivamente,
a los nimeros ¢, calculades por la férmula (9).
" 'b) La funcién f (z) es analitica en el anillo 2 << |z | << 3. Por
eso puede ser desarrollada en serie de Laurent

f@= 3 ezt (10)
—o
=g | ERE =0, 21, 22, .., (1
»
donde v es la circunferencia | § | = p, 2 << p << 3, orientada en el

sentido contrario el de las agujas del reloj. Pero los ntimeros c;
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se pueden obtener sin recurrir a las complicadas férmulas (11).
Tenermos para 2 << |z | << 3

1 g
=5 g
h=1{
1 1 1 1 2 212 o 21
T S (LRI S B =

Por eso la serie de Laurent de la funcién f (z) tiene la forma

o 2r-t et A
£
J@=— 25— 2 =
he==1 h=0
Debido a la unicidad del desarrollo en serie de Laurent los coefi-
cientes obtenidos son iguales, respectivamente, a los niimeros ¢,
determinados por las férmulas (11).
¢) La funcién f (z) es analitica también en el exterior del circulo
|2z | < 3, o sea, para los valores de z que satisfacen la desigualdad
{z| >3 y posee la propiedad
Ifm £ (z) =0, (12).
I—=0
Por eso f (z) puede ser desarrollada en la serie de Laurent de la forma
siguiente:

o

fo) =2 St (13)

Re=1

Los términos cuya forma es exz* (k = 0, 1, ...) no pueden formar
parte del desarrollo de Laurent de la funcién §, o sea, ¢, = 0 para
los kindicados. En el caso contrario esto contradiria la propiedad (12).

Aqui los nimeros ¢, también pueden ser obtenidos directamente.
Tenemos para |z | >3

1 11 1 3. 1342 o -1
==y [i+eH(3) +]= 3 5
iy =i
i < 2ae
=2 zR
Resl
Por eso
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eiEMPLO 2. [os necesario desarrellar la funcién

1 1 1
VA0 B o e | e vt

(14)

en serie de ‘Caylor por las potencias de z — i y determinar el radio
de convergencia de esta serie.

resoLucion. Bl circulo mayor, con el centro en el punto i, dentro
del cual la funcién f (z) es analitica tiene el radio igual a la distancia
entre e] punte { y su punto singular més préximo. Tal es, evidente-
mente, el punto z = 2. Por consiguiente, el radio indicado es igual a

R=|2—i|=VZF+1:=V5

Designemos por o el circulo abierto (sin frontera) de radio R =
= 1§ que tieno por centro ol punto £.

Dentro del eirculo ¢ la funcién f (z) es analitica y todo circulo
concéntrico de mayor radio contieno el punto singular z == 2 en el
cual la analiticidad se altera.

En virtud del teorema 1 del § 6.9 la funcién f (2) se desarrolla
en serie de Taylor segiin las potencias de z — i. Es fécil de obtener
esta serie efectivamente.

Tenemos

1 1 1 1

=2 G (—2)  z—1 =
—z !

1 z—1i z—1i12
=1=2 (1_ =2 +( 1——2) _"')’ (15)
y hemos obtenido la serie de potencias de z — i convergents, eviden-
emcute, en el circulo |z —i|< R, R=1]i —2]|= V'5. Luego
1 1 o 1
=3  (s—0)+(—3 1—3 T—i
= 3
1 z—i e—i \2
== (1—75 +(+=3 —.r). (18)

Hemos vuelto a obtener la serio de potencias de z — i que asimismo
convergs en ol circulo | z — i | << R. De hecho converge en el circulo
de radio |i—3|= V10, pero esto no lo necesitaremos,

La diferencia ontre las series (16) y (15) es el desarrollo de la
funcién f (z) en serie de Taylor segin las potencias de z — i. El
radio de convergencia de esta serie es igual a R = /5.

PROBLEMA. Desarrollar la funcidn 7 (z) (véase (14)) en serie de
Laurent segin las potenci4s de z — i: a) en el anillo V5<<]az~—il<<
< V10 y b} en el entorno de z = oo,
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§ 6.11, Clasificacién de: puntos
singulares aislados. Residuos

En el § 6.10 hemos demostrado el teorema 1 que afirma que-si 0 <
< r< R <coyla funcién f (z) es analitica en el anillo

r<<|z—z | <R,

entonces ésta se desarrolla en seric de Laurent que converge hacia
olla

1) = )3 ep(z—z)* =i (D +F(2) (r<iz=—z|<R), (1)

donds

fio=2 ez—2)" (j2—2|<n),
o (2}
L{2)= '";__—;J;' (lz—z2g | >7).

Sea r = 0. Se supone, de este mode, que la funcién es analitica
en el circulo abierto 0 << |z — z, | <C R del cual estd excluido el
punto z,. En el mismo punto z, la funcién f suele guedar, con més
frecuencia, no definida.

En este caso se dice que z, es un punto singular aislado de la
funcién f. A continuacién se dard la clasificacion de puntos singula-
res aislados.

La serie de potencias

h@=3 ee—a) (12—%1<n)

tiene el radio de convergencia B 0. Por eso su suma tiene la deri-
vada continua en el circulo |z — z, | << R.

Examinemos tres casos (jpara r = Ol).

Caso a). La funcion f (z) tione la forma

Ha)=h(2)= E cx (2—2)", 3)

o sea, todos los nimeros c.y = 0 (k =1, 2, ...). Puesto que la serie
de potencias (3) converge para todos los valoresde zcon |2 — 2, | <<
< R, su radio de convergencia es igunal a 11 y, por consiguiente
(véase el § 6.9), su suma f; (z) estd determinada y es continuamente
derivable en todos los puntos del circulo | 2 — 2z, | << R, incluyendo
también el punto z,. Ahora bien, la funcién f, (z) es analitica en
este circulo,
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Por eso, si se toma que

f (20) = [y (20) = ¢u,

entonces la funcidén [ (z) asimismo serd analitica en diclio circulo.
En este caso se dice que la singularidad que tiene la funcién f en el
punto z, es evitable. Basta poner f (z,) = ¢, para que la funcién f
llegue a ser analitica no sélo en la proximidad del punto z, sino
también en el mismo punto.
Observemos que en el caso dado la inlegral

jf{z)az=o

para todo contorno cerrade L que contenga dentro el punto z, y per-
tenezca al circulo |z — 7o | << A.
Caso h). La funcién f (z) tiene [a forma

LzJ_mz)+E =2 ab—n)" Car0. ()
Asz=m
Asi, pues, ¢y =0 para k= —{m-+1), —(m + 2

En este caso se dice que el punto z, es el pola de la _func:.én f (2)
de orden (multiplicidad) m. Cuando m = 1 el punto z, se llama,
ademds, pelo simple.

Puesto que .

limf,(z)=r¢,

¥

lim. 2 (z_m,_

= 1_1.1:'1 W [Com+ Cmen (2—20) + .. .+ 4 (2—2)™ ] =00, (6)
entonces
i f (2) = oo. o

1wy

Ahora gi L es un contorno gue esté orientado en el sentido contra-
rio al de lag agujas del reloj, contenga dentro z, y pertenema al circulo
|z — 2o | << R, entonces

S (2) dz=2nic_,. ®)
L
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En efecto,

Sf(z} dz= \ fi(z) dz+ E S -ti!'—-dz=0+2ﬂ.ic,h
i R=1

l-zﬂk
L L L
porquo
(=2, | omp=0 (k=2,....,m)

(z—10)

{véanse (10) y (11) del § 6.6).
Caso ¢). La funcién f (z) tiene la forma

f@=3 a—wn)+ D o=@ +hE, O
k=1

h=0

donde en la serie

fa(2)=2‘(,_.i:E;;T

he=t

el nGmero infinito de coeficientes ¢_, no es igual a cero.

En este caso se dice que la funcidn f (2) tiene en el punto 3, una
singularidad esencial.

Sabemos que

lim f (z) = cqp-

T-+2y
No obstante a las condiciones indicadas f, (z) no Lliende, cuande
z — Z,, hacia algin limite, finito o infinito. No tenemos la posibili-
dad de demostrar aqui este hecho y diremos solamente que se deduce
del conocido teorema de Sojotski V.

Observemos que los razonamientos aplicados para demostrar la
igualdad (6) en el caso del polo en esta ocasién son inaplicables,
porque para las sumas infinitas la operacién del paso limite, término
a término, no siempre es legitima.

F —1)® . ;
®IEMPLO 1. La funcién e~1/" = D) L-;I-LZ‘Z" tiene una singula-

n={
ridad esencial en el punto z = 0. Esta funcién no tiene limite en el
punto z = (.

En efecte, para z = x (z es un numero real) exp (—1/z*) — 0,
cuando z— 0. Sin embargo, si z = i/n, entonces exp (--1/z%) =
= exp (n?) — 400 para n —~ oo, Por lo tanto, la funcién exp (~—1/z%)
no tiene limite en el punto z = 0.

1 Yu. V. Sojotski {1842—1929), matemitico ruse.
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Para cualquier contorno L orientado en el sentido contrario a las
agujas del reloj y perteneciente al circulo |z — 2z, | << R dentro
del cual so contiene el punto z,, al igual que en el caso del polo,

{ f (2) dz= 2mic_,. (10)
A

El hecho consiste en que la integral sobre L en el caso dado
(véase el § 6.8, observacion 2) puede ser sustituida por la integral
sobre cualquier circunferencia ¥, orientada en el sentido contrario
al de las agujas del reloj, que tenga por centro el punto z, y pertenez-
ca al circulo |z — 2z, | << R. Pero sobre la circunferencia y las
series (9) convergen uniformemente y, por consiguiente, se puede
integrarlas término a termino a lo largo de y. No obstante, como
sabemos,

dz
232

= 2ni,

[ =0 1) v |
)

(z—-20)%

de donde se deduce la igualdad (10).

Ahora hagamos la siguiente definicion: sea z, un punto singular
aislado de la funcidn f (z), es decir, sea la funcidn f (z) analitica en clerto
circulo

lz—2, | << A

del cual queda excluido el punto 2y, Se llama residuo de la funcién | en
el punto z, la integral

—— S f(z) dz=Resf (2), (11)
donde L es el contorno en el circulo |z — 2, | << R que esid orientado
en el sentido contrario al de las agujas del reloj y contiene el punto z,.

En virtud de lo dicho anteriormente (véanse los casos a), b}
y a), si
o0

fa=, 2 ealz—z) (0<|2—2,| <R)

es la serie de Laurent de f en el punto 2,, entonces
! Res f (z) = c_q (12)

zEmg

Por eso, si se conoce el desarrollo de la funcién en la serie de
Laurent, el residuo se encuentra ficilmente, en el caso de un punto

singular cualquiera.
En particular, si 2z, es un punto singular evitable, entonces

Res [ (z) = 0.

=1,
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A veces es dificil desarrollar la funcién f (z) en serie de Laurent
y por eso es necesario buscar otros métodos para calcular el residuo,
sin desarrollar la funcién en serie de Laurent.

Sea z = z, ¢l polo de orden m >> 1. Entonces

fo= 3 =m0+ Beat—mt nk0. (19

Multiplicando los miembros primero y segundo de (13) por (z — z4)™,
tenemos

(2— 2™ f (2) = C_pp A Comtt (—20) + - - FCau(z—2)" '+
-+ :En ey (z—z)""™.  (14)

Si se deriva la igualdad (14) (m — 1) veces, el término libre a la
derecha serd igual a (m — 1)l c., y, por consiguiente,

%@-_—(m-—ﬂ”

lim

I-+lg

de donde
Resf(2) =c_ = PO i L (15)

{m—1}1 o dz™-1

L==Ip

Si la funcién f (z) = I%:)} , donde ¢ (2v) 5= 0 y 1 (2) tiene un cero

simple para z = z, (P (zo) = 0, P’ (z4) 5= 0), entonces z = 2z, es un
polo simple de f (z). En virtud de la fsrmula (15) (cuando m = 1)
tenemos

o Res 28 i (g 2O o @) @ ()
Ree /() = Res gy ~ iy~ TE—E ~ Y
—1,

Ahora bien, en el caso dado

}%e:s}'(z) =c = ‘;M:;:) : (16)

Cuando z = z, es un punto singular esencial no tenemos sino que
un tinico métado de calcular el residuo, o sea, el desarrollo de la
funcién f (z) en serie de Laurent.

gsemrro 2, Hallar el residuo do la funcion f(z)=
punto z=rn/2.

En el caso dado f(z) = , donde @ (z)=sen?z y 1 (z) = cos z.
El punto z = n/2 es un polo simple de la funcidén [ (z), ya que

sen'z

oss o1 el

¢ (z)
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@ (n/2) =15£0,¢ (n/2) = 0, (z) = —sen z, ' (n/2) = —1 3= 0.
Por lo tanto, por la férmula (16) obtenemos

e 5710 TS (RSN
i o e
egiemrro 3. Hallar el residuo de la funcién exp (1/z) en el
punte z = 0.
Tenemos

1 1 1
oxp (3) =1+ +gmt .
Ahora bien, el punto z = 0 es singular esencial y
B_?]sexp( )mc_‘=i.
ziEMPLO 4 llallar el residuo de la funcién
1
1 &) = —va=3

respeclto al punto z = 2.
E! punto dado es el polo de segundo orden, por eso por la férmu-
la (15) tenemos

Res/ (2) = lfm = [(z—2)2 f (3)] = llm

§ 6.12. Clasificacién de puntos
singulares en el infinifo

Supongamos ahora que en el teorema 1 del § 6,102z, = 0y R = o0,
mientras que r es un nimero no negativo cualquiera (0 <C r < o0).
Entonces el teorema 1 reza: si la funcién f (3) es analitica para todos
los nimeros complejos z que satisfagan la desigualdad

[z ] >r Lty

entonces ésta puede ser desarrollada en serie de Laurent segin las
potencias de z:

f@)= 3 _eat=F(@)+F(2), (12]>7), @)
que es convergente para todos los valores de z con |z | >r. Aqui
Fimy= 3 St, F(= 3 cxs™. (3)

k=) h=1
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El conjunto (1) se llama exterior del clrculo | z | << r. Es comodo
considerar que este conjunto es el enforno de un punto infinitdmente
alejado (punto co).

Abhora bien, afiadimos formalmente al conjunto de los puntos
(nGmeros) complejos un punto abstracto infinitamente alejado
{z = oo).

La funcién f (z) es analitica en el entorno del punio z.= oo,
excluyendo el mismo punto co que es natural en el caso dado llamar
punto singular aislado de la funcidn f.

Segin el comportamiento de la funcién f (z) en el entorno del
punto z = oo eg légico introducir la clasificaci6én siguiente:-

8) La singularidad en el punto z = oo es evitable si

eg=0 (k=1 2, ..),
o sea, si
e =R (z]>1).

En este caso
lim f (z) =1im F (2} =c,.

Es evidente asimismo que

o7 ) 1@ ds=—cy,
I-

donde L. es el contorno arbitrario, orientado en el sentido de las
sgujas del reloj, que contiene dentro la circunferencia |z | =r

y

)
T

Fig. 143,

iy
HY

(fig. 143). Con cierta imaginacién se puede suponer que el punto oo
se encuentra dentro del contorno L_: si nos movemos por el contor-
no L. en el sentido de las agujas del reloj, eI punto oo gqueda ala
jzquierda.

26-180
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by El punto z = oo es el polo de orden m i
m
f(z)=F (2 + *Z‘l ¢zt (em~0).

En este caso, evidentemente, 1im f(z) =oco. Luego
2=00

o &, o a .
frayae=73 ca {5+ 2 o ferds= —c, j L —2nic,,
L k=0 L k=1 L. L

porque
fra=—{sa=0 gr—1.
i L
¢) El punto z = oo es un punto singular esencial si

(D) =Fy(z2)+ 2 cps* (4)
A=1

vy hay un conjunto infinito de los niimeros ¢, no iguales a cero.
La funcién F, (z) tiende al limite finito cuando z —~ o0, mientras

que la funcion E cxz, en virtud del teorema de Sojotski, no tiende
h=1
a ningln limite para z —» co. Por eso la funcién f (z) tampoco tiende
hacia un limite cuando z — co.
Luego
S f()dz= )| ¢, j dz= —2nic_,.
L h=an00 L.
Aqui la integracién término a término es legitima, puesto que,
como sabemos, las integrales S se pueden sustituir por las integra-
L.
les j sobre la circunferencia de radio p = r en la cual la serie (4)

T
converge uniformemente.
Formulemos la definicion.
doSe lama residuo de la funcién f (z) en un punto infinitamente ale-
Ja :

77 | 10 dz=Res ] (2),
I-

donde L _ es un contorno cerrado arbitrario, orientado en el sentide de las
agujas del reloj y perteneciente al conjunto |z | > r (jdonde la funcién
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f (z) es analitical). En el caso dado se dice que al movernos -por- el
contorno en el sentido de las agujas del reloj ¢l punto oo queda a Ia
izquierdan.

En virtud de lo dicho (véanse a), b) v c)), st

f@= 3 cdty (151>,

es la serie de Laurent de la funcién f en el exterior de la circunferencia
|z | = r, entonces

Res f (z) = —e¢_;.

8i z = oo 63 un punto singular evitable, en la serie de Laurent
de la funci6n f (z) faltan las potencias positivas de z, mientras que z~1
puede estar presente, por eso en este caso Res f () no obligatoria-

Tex 00
mente es iguael a cero.
erempLo 1, La funcién

=L (== T (e (2] > 1)

n=0 n==0

tiene la singularidad evitable en el punto z = oo ¥y ¢, =1, por
lo tanto,

Rosf(z) = —1.

§ 6.13. Teorema de los residuos

TEOREMA 1. Sea la funcién f (z) analitica sobre fodo el plano z,
a excepeidn de un nimero finito de puntos z;, . . ., 2. Entonces tiene
lugar la igualdad

kB Res f (z) + Res f.(2) =0. (1)
=] =ry Ee=og
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pEMosTRACION, Constryamos las circunferencias yi, vz, ...

« « +y ¥, orientadas en el sentido de las agujas del reloj, que tengan
por centros z;, 23, ... %y, respectiva-
mente, y sean de un radio tan pequefio
que no se intersequen,

Vamos a construir, ademés la circun-
ferencia I', orientada en el sentido con-
trario al de las agujas del reloj, que
tenga por cenitro el punto nulo y un
radie tan grande que las circunferen-
cias ¥7, .. ., ¥ resulten dentro de T’
{fig. 144). El contorno compuesto L =
=9+ +...+9yy + T limita Iz
rogion Q dontro de la cual la funcién
f (z) es analitica. Es analitica asimis-
mo sobre L. Ademés, al recorrer L, la
regién © queda a la izquierda.

Pero entonces, en virtud del teorema de Cauchy para un contorno
compuesto,

Fig. 144.

Sf(z]d’--i'---—l-sf{f-)dz-{-S,f(z)dz::{] (2)
T r

w N

o bien, si multiplicamos el primer miembro de esta igualdad por
—1/2ni, obtenemos

o (t @it b (1@ de g [ 1@ d2=0.

ki Y e
0 Sses,

Ree £(2) + ... + Ros £ (2) +Res () =0

Hay que tener en cuenta que dentro de cada uno de los contornos
v» hay un solo punto singular z, y fuera de T hay un solo punto
gingular z = oo. El teorema queda demostrado.

La aplicacién de este teorsma se reduce a lo siguiente. Si es
dificultoso calcular una de las integrales que forma parte de (2),
entonces se pusde procurar realizar el cdlculo del resto de las integra-
les que forman parte de (2) y obtener la integral buscada de (2).

El mismo célculo de estas integrales se reduce al desarrollo de 1a
funcibn f (z) en serie de Laurent en el entorno de los puntos singulares
gorrespondientes. En realidad, tampoco es necesario saber estos desa-
rrollos por completo. Basta s6lo conocer los términos que tienen la
forma c_;/(z — z) en estos desarrollos para llegar al objetive.
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§ 6.14. Célculo de infegrales
con ayuda de los residuos

Sea la funcién f (z) analitica en el semiplano superior, incluyendo el
eje real, salvo un mimero finito de los puntos singulares a,, a,, . . .
.+ .y @y que estdn en el semiplano indicado. Examinemos para estas
condiciones los métodos de cdlculo de las integrales

S?f(z:) dz, _T f (z) e dz.

TEOREMA t.  Supongamos que la funcién f (3) satisface las condis
ciones citadas y, ademds, |f(z) {<CMilz|™ cuando |2 |>=R,
donde m = 2 y R es un ndmero lo bastante grande. Entonces

o N .
5 f(z)dz=2n1 > Resf (z). 1)
—o0 =179

DEMOSTRACION. Describamos la semicircunferencia L (orientada
en el sentido contrario al de las agujas del reloj) de radio R y con

Fig. 145,

el centro en ol punto O de modo que todos los puntos singulares de
la funcién f (z) Hleguen a parar en el interior de L (fig. 145). En virtud
del teorema 1 del § 6.13

R N
{ 7@ dz+ § 1(5)dz=2ni 3} Rest(a). @
“r L §=1="
Como |f(z) | << M/|z ™ para |z | > R, entonces
|1 ds|<grmnR= e 0, Rroo (m—1>1).
L

Pasando al limite en la igualdad (2) cuando R — co, obtenemos (1).

EIEMPLO 1. Calcular la integral I -1—_%-.
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La funcidn f(z)= 1-;:4

a excepeion de los puntos

es analitica en el semiplano superior

2 ; 2 ..
a, = e/t EVT (1448, ay= g3nifh = _VE:' (i— 1)
en los cuales los polos son simples. Ademds, |f (2} | << 1/[z [*
{m = 4 > 2). Hallemos los residuos de la funcién f (z) en los puntos
a, ¥ a,. Segin la férmula (16) del § 6.11.

1
B:zsff(Z)—m 1 (f =1, 2)!

donde ¥ (s) =1 + 2. Tenemos ' (z) = 43%, V' (a)) = 4e®™'/t =
= —be-MA 5 0, (ap) = Geinize = 4e'n/a o2 0, de donde

Res f(z) = ——% ein/s, Resf(z)= %—e-“‘f*.
=qay 1=y
A base de la férmula (1) obtenemos
{ _a Bk . g
S T-T-EFs'T" (— eim/A 4 o= im/by =
= LAh_ - infk
=n—§‘i—=nsen -E—:n«-';—i.

TEOREMA 2. Supongamos que la funcién f (z) satisface las condi-
ciones indicadas al principio del pdrrafo y lim [ (2) = 0 uniforme-
Zee00

mente respecto a arg 3z = . Entonces

o [yl
5 f(z) €% dz=2ni D, Res f (2) €™ (3)
255 =t =ay
DEMOSTRACION. Lo mismo que al demostrar el teorema 1 tenemos
R N
jf{z) ¢'x dz+i f(2) e dz=2mi 3} Res [ (z) € (4)
“r Jast P00

(la funcién f (z) ¢* tiene las mismas particularidades que f (z)).
Debemos demostrar que cuando R — oo la integrali f (z) €7 dz

tiende a cero. Tenemos

ﬂ=‘ S f{z) e* dz |=' j 1 (Rei®) e=Rsen agiRt cos o) Reiv do Ié
& 0

< | |f (Rei®)| e-RuenoR do,

ey
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En virtud de la condicién del teorema |f (Re™) j<C e cuando
R > N, para todos los valores de ¢ (0 << ¢ <C n). Por eso (sen ¢ >
= 29/n cuando 0 < ¢ < n/2)

n a2 /2
A<e | Re-Rumodp =26 5 Re-Renodp<2e | Re-2Roindg =

0 o 0

R
(zn_Rq;=c)=snSe“dtmns{i-—e'ﬂ)<ns (R>Ny),
A
Pasando al limite en (4), para R — oo obtenemos (3).

Si la funcién f (z) tiene singularidades sobre el eje real, entonces
aplicando una construccién especial del contorno de integracién se
pueden calcular las integrales respectivas si éstas existen.

EJEmPLO 2. Sea f () = 1/z. Esta funcién tiene el polo simple
sohre el eje real en ol punte z = 0. Luego, lim f (z} = O unifor-

1l

memente respecto a argz = @. _
Construyamos ol contorno de integracién segin se indica en la
fig. 146, El recorrido del contorno se lleva a cabo segin las flechas

L

7

- —m=-g 0 &¢——g T

Fig. 148.

sefialadas en esta figura. En la parte rayada la funcién e'*/z es anali-
tica para todo R y todo e, por eso de acuerdo con el teorema de
Cauchy (la semicircunferencia estd orientada en el sentido contrario
al de las agujas del reloj)

- R

plx elz el

-i ] L j 2

Al jgua) que anteriormente, es ficil demostrar que lim S zleltdz=0.
R+
L

Luego

£
] i
Ifm j i it S eftlcosg+iseng) 1867 49
g0 z e-0 ¢ ee'?

T

n
— t1im | etemostmordp =i § do =
g0 1 ?
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Ahora bien, la igualdad (5) en el limite, cuando R — co y & = 0,
toma la forma

-B R R oo

2 elx ¢ L oelE—oix gy { senz
m=1£r3( 5 +- S ) — dx—llng 2i STd:c_& j Tdr,
Reco = e Resoo 0
o sea,
sen x n
5 = da:—--z—.

z

Puesto que la funcién =2Z es par, entonces

oo
j B2 dr=n.
x
QObservacién 1. Si bajo el signo integral se encuentra el factor
sen x 0 ¢oS z, con frecuencia resulta més comodo examinar la integral
de la funcién sustituyendo sen z o cos z por ¢*. Esto se explica por
el hecho de que {sen z | y |cos z | crecen indefinidamente cuande
z — oo, mientras que | ¢'* | = e-¥ — 0 cuando y — o0 (y = 0). Por
eso, en general, el comportamiento de la funcién f (2) {:i‘;:} sera
otro que el de la funcién f (z). Luego, una vez obtenido el valor de la
o0

integral gf(x) e* dz, al separar las partes real e imaginaria,

encontramos
S f(zx)coszdxr y S f (z) sen z dz.
sseMPLO 3. Calcular la integral

£ dz
o (2a>0)
Examinemos la funcién e'#%/(a® + 2%). Esta funcién es analitica
en el semiplano superior, a excepcién del punto z = ai. La funcién
f (8) = 1/(a® + 2%) — 0 cuando z— oo uniformemente respecto a
arg z = . Por eso segln el teorema 2

ctcr.x d 9mi R eiou 9 eiaai T e
S;ﬁ;‘s Sl e i T

—o0
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Separando la parte real, obtenemos

€03 ax 6, cosar .. m oo
S n,+z,_d.‘.l:ﬂ =Y S_a‘-Ht' dz = 5-e-99,
0

- 00

EJEMPLO 4 Caleular la integral

o
sen®z
Iﬂjm—d.r-
0
Tenemaos
(1—cos2s , 1 [ ar 1 ( cos2s
‘r=j 2(1423%) dz_Tj i+=‘_T§ T4 dz =
0
1 m_in_g_a_:r._3=n "
=g arctga:lu T -'2—8 —T -E;-e T({ e’)
Asi, pues,
sen® x dx n "
S 1—1—7:’ =T(i_e -
EJEMPLO 5.

-} oo
5 cos®zdx _ ( {—sen?z

{4z —0 1422

=5m«_£:‘j‘:;’; dz= g — T (1—e?) =T (1+ e2).
[

EJEMPLO 6. Calcular las integrales de
Fresnel?)

j{ cos a? dx, T sen 22 dzx.

Examinemos la funcién e**. Dentro
de la region rayada (fig. 147) esta funcidn
es analitica, por eso segin el teorema Fig. 147.
ds Cauchy

Fid
S ezt dp - E etidz L S el? dz =10,
0 ¥

1) A. 1. Fresnel {1788—1827), fisico francés.
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donde L es una parte de la circunferencia {z | = R y v es el seg-
mento de la recta z = pe'#4 0 < p << R (orientados por las fle-
chas). Luego

o i oo
5 el g — 5 evtigin/A dp — — gin/t j e~ dp — — ein/t 5 e-0% dp;
v R 0 b

, 5 etz | = l "Sﬁ gil&e!%) Rigio dtp] =
L [

nh nlh -R’-&—E oo
< ﬁ Re-R25en 20 do << R S T do< 5 Sr*ds-m. H%55,
] " 0

/4
RieivgiR?cos 2pp~ RE sen 2¢ d'P I__g

ey

Por lo tanto, en el limite para /2 — oo obtenemos (véase el § 2.13,
ejemplo 3)

oo o0 e
Se{xz dx = ein/h S e- 0% dp = enl/i ]/_E'_
0

[i]

Separando las parles real e imaginaria, tenemos

fcoszzd:c= %EV%, Tﬁnx!dz:l?l/%’
] . 0

o sea,
oo L] 1 — sm——
N 2 i & "___l/-i
Scosx dz Ssenz dx 7 I/T T
0 0

§ 6.15. Funcién lineal.
Funcién lineal fraccional

Funcién lineal entera. Vamos a examinar las funciones

w=z-+c¢ (1)
w = rz, (2}
w = eifz, (3)

donde ¢ es un némero complejo constante, r > 0 y 0, un nimero
real arbitrario.
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Las tres funciones (1), (2) ¥ (3) aplican el plano z sobre todo el
plano w.

La funcién (1) lleva a cabo el desplazamiento del plano z en el
vector ¢ (fig. 148).

La funcién (2) (jr > 0!) realiza el estiramiento (cuande r> 1
y la contraccién (cuando r << 1) del plano z r veces: |w |=7r|z|
Arg w = Arg z. La fig. 149 muestra el caso cuando r >> 1.

¥

uh
)
w
X
z /o>
lo x ‘0 T
Fig. 148. Fig. 149. Fig. 150,

La funcién (3) expresa el giro del plano z alrededor del punto nul:
en el dngulo 0 (fig. 150). j
Las funciones (1}, (2) y (3) tienen respectivamente las derivada
w =1, w =r, w =¥,

no iguales a cero, ¥ por eso realizan aplicaciones conformes.
Estas tres funciones son casos particulares de una funcién linea
entera mas general

w=az+b, (a50), (4

donde a y b son los niimeros complejos constantes.
La aplicacién realizada por ella se puede escribir en la form

w=a(z+¢)=re® (z 4 ¢,

donde ¢ = bla, a = retd,
De aquf se desprende que se reduce a (1), (2) y (I):

w=ru, u=ed, v=2z+ec

En otras palabras, la transformacién del plano z efectuada por J
funcién (4) se reduce a la traslacién (en el vector ¢), luego al gir
del plano (en el dngulo 8) y luego al estiramiento o contraccid

del plano r veces.

" | :
Funcién w = . Supeniendo z = ret®, w = pei®, tenemos

1
p=r, O0=—g9, (

donde la segunda igualdad se toma con una exactitud hasta 2k
(k =0! :bi’ :tzl' "‘)'
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De aqui se ve que la eircunferencia |z | = 1 pasa a si misma,
o més exactamente, cada uno de sus puntos pasa a un punto simétrico
respecto al eje real.

Observemos que si la circunferencia |z | = 1 es recorrida en el
sentido contrario al de las agujas del reloj, la circunferencia aplicada
lw|=1 esrecorrida en el sentido
de las agujas del reloj.

Es comodo dividir la transforma-
cibén (5) en dos transformaciones;

r =-:—. ¢ =; (8)

p=r', Qum g’ (M

La transformacién (6) se llama
inversion respecto a la circunferencia
unidad.

Fig. 151, En la inversiébn respecto a la cir-

cunferencia unidad los puntos z y z’

situados sobre el rayo que constituye el &ngulo @ con el sje z

pasan a los puntos que estin sobre este mismo rayo y ademés de
modo que

m=1,
La construccién del punto 2z’ = r'e'® segiin el punto conocido
z = re'® estd representada en la fig. 151 donde se examina el caso
cuando z se halla fuera de la circunferencia |z [ = 1, Del punto z
trazamos la tangente a la circunferencia |z | = 1, T es el punto de
tangencia, Tz’ { Oz. De la semejanza de los tridngulos (AOTZ
vy AOTz)
or _ r
T or
Si el punto 5 se encuentra dentro de la circunferencia |z | = 1,
levantamos de este punto la perpendicular a Oz hasta la interseccién
con la circunferencia en el punto 7. Por este punto trazamos la tan-
gente a la. circunferencia hasta la interseccién con el rayoe Oz El
punto de intersecci6én-seré precisamente el punto z'.
Los puntos z y 2’ se llaman reciprocamente simétricos respecto a la
clreunferencia |z | = 1.
Aplicando ahora (segin (7)) el punto z’ especularments respecto
al eje real, obtenemos el punto

OT =1, rr'=1,

w=r'e=i9 = =--i;-‘_

re'®

De la férmula w = 1/z se ve que cuando z — 0 el punto w tiene

un médulo indefinjdamente creciente, por eso es cémodo considerar
que con ayuda de esta férmula al punto z = 0 le corresponde un
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«punto infinitamente alejados que se designa por el simbolo. w = oo.

Asi, pues, la funcién w = 1/z aplica el plano z sobre el plane w
con ayuda de la inversi6n respscto a la circunferencia |z | = 1 y de'la
aplicacién especular respecto al efe z. Ademés, el punto z = 0 pasa al
punto w = co y el punto z = oo al punto w = 0.

Luego w' = %1- = 0 para cualesquiera z con |z | > 0, por esc

la aplicacién con ayuda de la funcién w = 1/z (| | > 0) es conformé
Funcién lineal fraccional

_ az+b :
darrw @
Suponemos que ad — bc %= 0. Es evidente que el punto z =
= —dfc (c 5 0) pasa al punto w = oo,
La funcién w, separando su parte entera, puede representarse e
la forma

a be—ad s
Wt lexFd) * @

de donde se ve que

w'=-t§§i-‘di)‘,-=,e0 (cz4d+0),

o sea, la aplicacion con ayuda de la funcién (8) es conforme.
De la igualdad (9) se desprende que la aplicacién dada se compons
de las aplicaciones anteriormente examinadas:

' =¢ +d, z"=1/2", w=A4z" + B,

8i consideramos la linea recta como circunferencia de un radis
infinito, entonces en la transformacién (2) la circunferencia pas:
a la circunferencia (propiledad circular).

De las consideraciones geométricas queda claro que debido a 1
traslacién paralela, estiramiento y giro la circunferencia pasa a I
circunferencia. Adem4s, el interior de la circunferencia que se aplic.
pasa al interior de la circunferencia aplicada. Por eso es suficient
comprobar la propiedad circular para la transformacién w = 1/2
Como sahemos, la ecuacién de la circunferencia en el plano z0,
tiene la forma

A@+y)+met+ny+1=0
o bien

I—x

Az-;+m5-"%‘-+n—-§—i—+l=0 (z=z+ iy, ;=x—-iy},
o bien

AzE—}—E;-&-B?-}-I:O (B=m—-:£-)- (1C
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En el caso examinado z = 1/w, z = 1/w. Por lo tanto, la ecua-
cién (10) so transforma en la ecuacién

A-E-_:+E.+'£-+ZED
ww w w

o en la ecuacién A - EE-}-B&)-{- lww=0

lo cual describe cierta circunferencia en el plano w.

En particular, para I = 0 obtenemos una linea recta, o sea, la
circunferencia que pasa por el origen de coordenadas en el plano z
se transforma en recta en el plano w.

Observemos que la aplicacién con ayuda de la funcién (9) puede
hacer pasar el interior de la circunferencia que se aplica tanto al
interior como al exterior de la circunferencia aplicada.

En principio, la funcién (9) depende de tres pardmetros en calidad
de los cuales so puede tomar la relacién do los ntmoros a, b, e, d
respecto a uno de ellos (desigual a cera).

Por eso para determinar la transformacién (9) es necesario prefijar
tres condiciones. Por regla general, se dan tres pares de los puntos
correspond ientes:

LIS e O S 1

o= c ¢ (czp-f-d)

Es fécil calcunlar que

(ad — be) (z2—z3) _ (ad—be)(2p—1y)
Y= G D e AT TS e
YWy, WyTwy e .30 {,“)
18— g Wy — lig I~z zg—3y°

Esta es precisamente la transformacién (9) que hace pasar los
puntos zy a wy, (k =1, 2, 3).

Supengamos que estin dadas las circunferencias I' y T sn los
planos, z.y w, respectivamente. Es necesario hallar la aplicacién
lineal fraccional que hace pasar T' a '’ y el interior de I" al de I.

Asignemos sobre I' y I'' las tripletas arbitrarias respectivas de
los puntos {2, z,, 25} ¥ {wy, wa, wy} que siguen en el sentido posi-
tivo, 0 sea, en el sentido contrario al de las agujas del reloj. Entonces
la transformacién (11) serf precisamente la solucién del problema
planteado.

En efecto, aplica los puntos z; en los puntos wy k=1, 2, 3),
respectivamente, y, evidentemente, la circunferencia I' sobre I
(en virtud de la propiedad circular).

El hecho de que en el caso dado el interior de T pasa al interior
de I'" se deduce de la conformidad de la aplicacién realizada por la
funcién lineal fraccional.

De aqui
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En el caso dado las circunferencias I' y I'' tienen la orientacién
positiva (son recorridas en el sentido contrario al de las agujas del
reloj). En virtud de la conformidad de la aplicacién la‘normal interior
a la I' (por ejemplo, en el punto z,) se transforma en el arco de la
circunferencia (perpendicular a I'' en el punto w;) situada dentro
de T lo cual asegura la aplicacién del inferior de I' sobre el inte-
rior de I'.

No obstante, si es necesario hallar una transformacién lineal
fraccional que aplique I sobre I'’ y el interior de I' sobre el exterior

o - SN
-
f’

____ﬁ.___ -~ =~
il el W RN
QD ek )
Zs 22 2y k\\\\\ \\\ NN

Fig. 152, Fig. 153.

de I, entonces en la férmula (11) hay que tomar los puntos
{z), 2, %z} sobre I' arientados en el sentido positivo y los puntos
{w,, w,, w,} sobre I'’ orientados en el sentido negativo.

Estas conclusiones conciernen también al caso cuando ora T,
ora ', ora T y IV al mismo tiempo son las rectas. Sin embargo, es
preciso explicar qué es lo que debe entenderse por interior de la recta
I' si lleva marcados los puntos {z,, z,, z,}.

Si se trata de lafig. 152 esto es el semiplano superior y si se tratd
de la fig. 153, el semiplano inferior.

Si la recta I" estd completada por el punto oo, se puede imaginarla
como una circunferencia continua (véanse las figs. 152 y 153) de radio
infinito.

Vamos a movernos por I' (posiblemente, a través de un punto
infinitamente alejado) de 2, a z, en un sentido tal que el arco zz,
no contenga zz. De este modo el sentide de recorrido sobre I' queda
determinado y entonces se llama interior de I' la regién situada a la
izquierda de I' cuando nos movemos en esta direccién. En realidad es
el semiplano superior o inferior el que hace las veces de esta regién.

PROBLEMAS.

1. Hallar una transformacidén lineal fraccional que aplique el
interior del circulo unidad sobre el semiplano superior de modo. que
los puntos z; = 41, 2z, = {, z, = —1 pasen & los puntos w, = 0,
wy, = 1 y wy = 2, respectivamente.

2. Escribir una transformacién linesl fraccional del semiplano
superior en sf mismo con la cual los puntes s," = —1, 3, = 0, 2, =1
pasen a los puntos w, = 1, w, = 2 y w, == 3, respectivamente.



Capitulo 7

Cilculo operacional

§ 7.1. Transformada de Laplace

En este capitulo examinaremos, por rogla general, las funciones
f (t) de una variable real ¢, dadas sobre {0, o). A veces considerare-
mos que f (¢) estd definida sobre (—co, oo), pero para { <=0 la fun-
cién f () = 0. Ademds, supondremos que la funcién f (f) es continua
& trozos y sobre cada intervalo finito tiene un nimero finito de los

%

Fig. 154.

puntos de discontinuidad de primer orden. Sea p = a -~ ib un nime-
ro complejo.
Examinemos la funcién

F(p)={ vt at. (1)
Q
Si
1) << M exp (si), (2)
donde a > s, 1a funcién F (p) es analitica en el semiplano Re p > s,
(tig. 154)..
_ ‘En efecto,
IF" (p)=| | texp(—at—ibtyj ( at |< { texp(—an)lf (0] dts<
] 0

&« { oxp (—at)«tM exp (s,t) dt = M I texp(—(a—s) £) dt << 00, (3)
1] 1]

ya que a > s,. La legitimidad de la derivacién respecto a p bajo
el signo integral se deduce de la desigualdad (3) y del hecho de que
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la funcién ¢/ (t) exp (—pt) es continua a trozos (véase el § 2.1°F

toorema 2). ;
La funcién F (p) se llama transformada de Laplace de la funcié.

(), L-transformada o transformacién de Laplace.
Vamos, a emplear las designaciones siguientes:

Fy=LG@:ip {O=F@) FE=/0.

En este caso la funci6n f (t) se denomina funcién inicial u original
El nimero s, (s, = &, (/) so llama fndice de crecimiento de.la funcid
f (t) (& continuacibn, si no se menciona especialmente, supondremo
que ¢l indice de crecimiento de / es igual a sp). s

La determinacién de la iransformada para el original dado y'a
revés la determinacién del original para la transformada conocidi
se denomina cdlculo operacional cuyo comienzo dio Heaviside )
Al elaborar ol céleule operacional Heavisido no lo fundsmenté
Notemos que oxaminé la iransformacién

F(p)=p [ oxp(—pt) 1@ a1,
0

o sea, F (p) = pF (p).
En algunos problemas es c6moda la transformacién de Laplac
¥ en otros, 1a de Heaviside. Nosotros examinaremos la transforma

cién de Laplace.

La argumentacién del célculo operacional fue duda on los afio:
veinte de nuestro siglo en los trabajos de varios matemdticos.

TEOREMA | (DE UNICIDAD). Si dos funciones continuas f (1) y g (!
tienen una misma L-transformade F (p), ellas son idénticamente iguales.

No demostraremos este teorema.

En virtud del teorema 1 podemos-decir que para una funciér
continua f (t), no igual idénticamente a cero, la transformada nc
puede ser una funcién periddica.

En ofecto, si VpF (p) = F (p <+ v), donde o =t 0, ecntonce:

§ exp(—p0 7t dt= [ exp(—(p+0) 1)/ .
a o

Segiin el teorema 1
1 (t) = exp (—wt) f (2),
o sea, exp (—wt) =1 (@ 5% 0) lo que no pueds ser.

1) 0. Heaviside (1B50—1925), ingeniero-electricista ingléa.

#%26-180
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§ 7.2. Transformada de funciones
elementiales y propiedades
de las fransformadas
Se llama funcidn unidad o funcién de Heaviside la funcién
y 120,
, 120,

Es avidente quo ¢l fndice de crecimiento de esta funci6én es s = 0.
Hallemos la L-transformada de esta funcién en lu regién Re p > 0:

00(‘)2{ :J

o

Lo, ()i p)= § xp (— pt) dt = ——oxp (— pt) |y ==+

Alora hion,
a0 (1) Lp . ()

Anélogamonte, para la Ffuncidn [ (f) = cos ¢, integrando por
partes, enconlramos

L (cost; p)= [pr(—-pt)costdt::{u:(p(—pt)=u. cost dit=adv} =
o

=0xn(—p!)SBtli|:+P } exp (—pi)sentdt=
b
=p j exp{—pt)santdf=p[—-exp(—pt)custl:-
a

—p S exp (— pt)cost dt] =p—p*Licost; p|.
1
De aquf
Lcost; p)=pf7 (Rep>>0),
o sea,

cost =L (2)

Do paso hemos demostrado que

L (cos t; p) = pL (sen t; p),
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de donde

.
sent = . 3

TEOREMA { (DE SEMEJANZA). Si f(t) = F(p), entonces f(at)=
|
=TF(§) (@>0), Re p=>méx {s,, as,}).

En efecto.

Lf (at); p]= 5 oxp(—pt)f (at) dt={at=u, dt=22}=
1]

=4 § exp{—Lu)fwdu=2[fw; L]

En virtud del tooroma 1 oblenemos

O S . S . 4
B e g o™ ar @
=2 =
senal.:...?.- W— P (5)
TEOREMA 2 (PROPIEDAD DE LINEALIDAD).  Tlene lugar la igualdad

L [A] ()) + Bg (t); pl = AL [f (t); pl + BL [g (t); pl

donde A y B son los némeros constantes.
Esta propiedad se deduce de la propiedad correspondiente de una
integral impropia. Notemos que si los indices de crecimiento de las

funciones / y g son iguales & s, y S,, respectivaments, entonces la

transformada Af + Bg existe en el semiplano Re p > mdix{s,, PAR
eiEmMpLo 1. Hallar la transformada de la funcién

J (t) = 8oy (£) - 2 cos 3¢
En virtud de (1), (4) y del teorema (2) tenemos

. ATadF: . s PR B
L1f(t); pl=3L{uog (t); pI+ 2L [cos 3¢t; p) 7 +2 PR
eiempro 2. Hallar el original de la transformada
Ll oAy _2” 2
I‘ (P) g P + P“'}-‘]G .

Representemos la transformada F (p) en la forma

; 1 1 4
r (P) = 2"‘?‘ +—2' W'

Tenemos

1 4 .
- =% (ty, S = sen 4t.

¥2s*
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Por consigniente, el oviginal (scgiin el teorema 1 del § 7.1)
1 (1) =20, (1) + + sen 4t.
TROKEMA 3 (DESPLAZAMIENTO DE LA TRANSFORMADA).
LIf (tyexp (—at); pl = LIf (1); p +al, Be(p + @) > s

La demostracién os cvidente.

premrio 3. Hallar la teansformada do las funciones e-*f cos fif,
e=! sen Bf, e-®l.

Puesto (ue

G
cos ﬁﬁ T pI Py Y
enlonces segan ol teorema 3

L [exp { — at) cos [3; p|=i;%—~—;‘:_m. {6)

Andlogamente, ulilizando las [ormulas (5) y (1), Lencemos

L [exp (—at) sen [i; P'*ﬁf-m;q'%‘ﬁ?' (7)
Liexp{—ai); pl=Llc,(}); ptal= X (8)
p-a

wresrno o [allar £ [eb at; pl, L [sh at; pl.
Utilizando el teorema 2 y la igualdad (8), tenemos

i e—-ai‘
Lichat; pl=L[EH"; p) = Liext pl 5 Lleweh; pl=

e NS .
2 p—a 2 pta pr—al”

Andlogamente,
L[shal; plw——;;%-&-g.
gigmpro 8. Hallar el original para la transformada F (p) ==
= {/(p* + 2p + 9).
tenemns
-‘_": sen 21,

2 2
FAo) = siror o 73 B

2
F0F2
TEOREMA 4 (DERIVACION DE UNA TRANSFORMADA).

(1) L L1 pL=L 1 (i o).

=¢'sen2t, [(1) =~%~ e~tsen 2¢.
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pEMOSTRACION. Si Re p > s,, donde 8, es el indice de crecimient
de la funci6n f (t), entonces la integral

§ et @oxp(—pyat
°
oxiste para todo valor de n =1, 2, ... . Luego, es evidente qu

oo

5 [ (= Wa= [ (e (—p 1 o
0

de donde
dan
(—4°L1 () 1% pl=—o LI () 1.
rJEMPLO 8. Por cuanto -};‘—. a, (), entonces en virtud di

teorema 4 obtenemos

(—tg ()=t

P
0 Ssea,
-1
tF‘-F.

Continuando la derivacidn, obtenemos

T L Y s S T

= Pn-n

Si n no es un nlmero entero, ontonces

t""': <ﬂ+il
e pntl L]
donde
Tigt+1)= 5 ettt dl =L 1% 1].
]

Cuando n es un nimero natural, tenemos [ {n 4 1) = nl
esemrLo 7. Hallar la transformada de la funcién fcosa
Tenemos

=cosat, -—( )"_—q_tcosa:

. P S
p3+a= p!+al
o bien
pt—al . s
T = t cos at. 1
(p*-tal)? ¢ (
TEOREMA § (SOBRE LA DERIVACION DEL oRiGiNaL). FEs wvdlida
férmula

LIf @) pl=pLlf); pl—f(0) (Rep>sy) ¢!

#27-180
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suponiendo que la funcidn f (t) es continua *), tiene la derivada f' (1)

continua a trozos sobre [0, co) con discontinuldades de primer género

y los Indices de crecimiento de f () y I* (¢) son iguales a s,.
DEMOSTRACION. Tenemos

¢ N
i e )
N
. g N o B
- .'1"-{]:., [c () lﬂ +p § e~ (1) dg:l o

=== f(0) |- pL(f ()i pI Rep>s),

porquo
le=PNf (N)| < emaN Mgl = Me(a=rN > (),

CONOLARIO . W5 wilide la formula
L [f0 5 ph= p"LIf (t); pl — p™-Y (0) — ...
coe = PP 0) — S (0) (Rep>s,)  (12)

a condicién de que | (£}, . .., [V (t) sean continuas, {'™ sea continua
a trozos sobre [0, oo) y el erecimiento de la funcién | junto con sus
derivadas hasta el orden de n, inclusivamente, sea igual a s,.

En particular, cuando

FO=7Q=.,.=/""0)=0 (13)
tiene lugar
L™ (), pl = p™L [f {t); pl. (14)
gsempro 8. IIallar la transformada de la funcién / (t) = cos? ¢,
Sva FF(p) == cos*L=f(t). Entonces
- 1 (t) = pF (p)— 1 (O).
Pero .
f() =cost0=1, " ()= —2scntcosi= —sen2£j.-.~£—-p—,_2}_—d.
1) Hay casos cuando In Tungian f (8 de la cual se trata en el teorema estd

dada sobre el intervalo (U, o) y existe el limite por Ja derecha de f (0 + 0) =
= {im (). Entonces en In [drmulu (i) es necesario sustituir f{0) por
=0

>0
140 - 0).
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Por consiguiente,
2
PF(p) 1= —r,
de donde
O T [ Ty (o
Fiplw=g [1 P—‘-"f??f] RN
Este mismo resultado se obtiene si se hace uso de la igualda

{ cos 21
2 ¢ ey
cos?t = 5 -4 71
240 11 1 P ___pi42
Lleostty plesgetop Srrrwotan

TEOREMA 8 {INTEGRACION DEL ONIGINAL).
{ v
§ £ (x) e = H,

U]

En efecto, haciendo variar el orden de integracién, tenemos

-

i
-t e
(e (ijmduu

[

Doy

Te«w(r)drd:-— 5 (1) Hl"| dr=

——:;-Sc Pfj(t}dr-—-blf('r). pl= F(”
)

TEGREMA 7{INTEGRACION DE LA TRANSFORMADA}Y,

Si la integral S F (g) dq converge, entonces ésta es la transformad.

de la funcién } (t)?t:

H= [ £ (g) da.

h-]

pEMosTRAcIoN. Haciendo variar el orden de intogracién, obtenc
raos

F(q)dg= T(Eee‘“f(c} dc)d.;‘: 3.(
P [

0

=T (-5 ) rwa-

Tl

et dq] f(e)dt=

-@e“" dt::L[’-% : p]

et - 3

ware
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Observacién 1. Aqui y a continuacién aplicaremos la variacién
del orden de integracién. Conforme al teorema de Fubini que aqui
queda sin demostrar esta operacidn es legitima si la integral miltiple
obtenida después de ia variacién converge absolutamente. Ademds,
supongamos quo la ruta de integracidn se encuentra enteramente en
el semiplano Re p > s,.

COROLARIO 2,

S-fi’dr=§°mq)dq.

1] 0
si convergen las integrales impropias correspondientes,
1

elEMPLO 9. Hallar la transformada 5 sen 2t dt.

Tonemos

» 2
Sﬂnzr;}m—.
Segiin el teorema 6
¢ 2
do=S e,
§"’°” 2 S oD

esempLo 16,  Hallar la transformada de la funcién %M .

Sabemos gue sen t:-’--ﬁ-f_lm_-{ . Por eso segiin el teorema 7

wen:_.w dg o .
»T-._S—q,_}_i_arctgql’:u-i— arctg p.

esempLo 11. FHallar la integral

r sen ¢
[ =2tae
o
Utilizando el ejemplo 10 y el corolario 2, obtenemos
T scn t dy o
S — dt= gm—amtgq e
¢

TEOREMA 8 (TARDANZA DEL ORIGINAL).
Sea f (t) = 0 para t <0, enionces

Lif(t — to); pl=e-P LIf (2} pl,

donde t, es cierto punio.
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DEMOSTRACION. Tenemos

o fo
Lif(e—te); pl= | emf ¢ —toydt= | et (1 —tp it +
n 0
+ | et (e —tp) de= S e P (t—tp) db={t =ty =u, dt = du)=
to to

= S e-Plut10f () du = e~pto 5 €Y (u) du=e-Phl [f (u); p)
(]

]
¥
I I 1/ 20/ g
] it}
! . | i
ol h [ } ——
_ of 4 B
Fig. 155, Fig. 156.
EJEMPLO 12. Como L lo, (8); pl = -;--, entonces (fig. 155)

Lo, (t—h); pj=eP" % .

EJEMPLO 13.  Sea (fig. 156)
F@ =0, —h) —ag(t —hy) (h<h).
Segiin el teorema 2 y el teorema 8 tenemos

e=Ph_ ,~Phy

Lif(ty pl=L(og(t—h); p)— L [0, {t—hy); p]= -

. EIEMPLO 4. Hallar la transformada de la funcién f (f) (fig. 157
definida sobre el segmento [0, 2a) por las igualdades

4, 0<t<a,

“t)m{ 0, a<<t<2a

y prolongada luego para todo el rayo ¢t >0 con el periodo 2a.

27-180
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Tenemos
s w (ke
Lif@y pl={ erf@war=3 | erj@de=
o k=0 hn
oo (2k+1)a oo
o 2 [ e PtA di = 2 A Ie-pzku PR —
hes 2ha h=0 F
AP i e-RhPO 4(1—ePa) A
- P ! T pl—ePay  p{lie k)"

La expresién
¢
BALIAGUL,
0
so Jlama convolucién de las funciones fy (1) y f, (£} y se designa por el
simbolo f, » f,.
Es f4cil comprobar que
¢ t
J i@ fe—ndi=§ne—0had
0

0
(es necesario sustituir la variable t — T = u}.

"‘".
y..
A

A— | e p— —— 7

T I T v .

[ 1 1 | 1 1

8118

i out 'r I
0| a Za 3a 4a 5a 6a t [} I3

Fig. 157. Fig. 158.

reoREMA 8. La transformacién de Laplace de la convolucidn
es igual al praducto de las transformaciones de Laplace de las funciones

L)y 10 (e lf) =5 (fa)):

L [§ 1@ f = ds pl=Lif(&); pI-L1f2 (55 P

U]

DEMOSTRACION. Recordemos nuestra suposicién de que f, (1) =
= fo (t) = 0 para ¢ < 0. Haciendo variar al orden de integracion
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(fig. 158) y teniendo en cuenta que fy (t — 1) = O para 0 <t < 7,
tenemos

Lifyefy pl =

o 1 ma oo
= [ e S Lt dvdt= | {er @ f 0 —n dtdr=
0 1] L I 4

= Tii (7} ( jfe‘”'_f._,_(t—‘r) dt} dr={t—t =1z, di=dz}=
L] T

. Sﬂf‘ (%) ( Dsee_ﬂuufz (=) dz) dt= § fe{t) emprde §° ; , (2 e P dz=
[0} ] 5

=L [f (1); p]-L[f,(2); p]-

Notemos que la integral doble de la funcién e-PY, (x) f, (t — ©)
sobre el sector infinito {0 < t=Ct, 0 << { < oo} converge ahsolu-

tamente cuando Re p > s,.
EJEMPLO 15.

¢
- S o P eple 1 P
L [§ et-tchatdr; p]=1IL[e'; p] L[chat; p]= s i Py

COROLARIO 8. Sean F (p)*=f(t) y G (p) == g (1), entonces tiene
lugar la férmula de Duhamel ¥)

S
PF(RYG =180+ (g (=) dr, (15)
o
DEMOSTRAGION. Tenemos
t

Fo)6(p)={1(mee—mdn.

o

Da agui, segfin el teorema 5 sobre la derivacion del original obte-
nemos

t

t
PP 6m=([1met—ndt) =r0e0+|s@me t—7dr
0

%) En cuanto a la [unciénf (#) se puede hacer Ia misma nota que en la Ila-
mada puesta al pie de la pég. 423. Duhamel (1797 —4872), matematico franceés.

b
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TEOREMA 0. SiF (f (x); w)y L If (z); plson las transformaciones

de Fourier y de Laplace, respectivamente, de la funcién | (s, (f) << 0,
entonces

2aF (f (2); ») = L1f (2); iy) -+ L [f (—2); —iyl. (16)

En efecto,

o o 1]
2 F (f (2 = | ef @) do= § e () dat | (@) dz=
-0 n - o0

=Llf @ tyl+ § e#f (—2)da=
a

=L{f(z); iy) + L (f(—a); —iy].

Por la férmula (16) es facil encontrar la transformada de Fourier
si se conoce l1a transformacion de Laplace de la funcion f.
EJEMPLO 16, Sea

e-ercosPz, =0, a>0,

Hallar la transformacién de Fourier de esta funcion.

La transformacién de Laplace de la funoidn f existe (s, (f) = —a),
por eso

! - e e - iyt

207 (f (@); ) =LIf (2); tyl=L[e~*cosPz; iy| = poromrm.

Vamos a exponer sin demosiracién varios teoremas sobre la de-
terminacion del original a partir de la transformada conocida.

TeEOREMA 1. Sea F (p} una funcidn analifica sobre un plano com-
plejo extendido y sean p = oo regular y F (c0) = 0, es decir, su serie
de Laurent tiene la forma

.
F (p) EI o

Entonces el original de esta transformada estd dada por la férmula

0, t<<0,
i) = = n
F) 1 T B, g0
a=i{
En efecto,
[rmemar=7 e [ orpa=3 o5

o n=0 [ n=0 k=1
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En virtud del teorema (de unicidad) 1 del § 7.1 el teorema queda
demostrado.

TEOREMA 12. Sea F (p) una funcidn racional fraccional con los
polas py, Py, . . ., Pm. Entonces
1(ty=2) Res [F(p) ™). (18)
ret P=PR

8i py, son polos simplesy F (p) = A (p)/B (p), donde 4 (p) y B (p)
son polinomios sin raices comunes, entonces

Fit)= 2 B e, (19)

TEOREMA 13 (FORMULA DE MELLINY. Si I (p) es una funcién anali-

tica en Re p >>s5o, I (p) — 0 uniformemente respecto a arg p, para
x+ foo

|p|— oo, S | F (p) | dy << M, entonces F (p) es la transformada
de la funcia'::m
x4ice
10=35 | eFapE>sa). (20)
x—oo
siempLo 17, Hallar el original de la funcién
Fp)=1p—10)@ +1).

Valgdmonos del teorema 12. Aqm AP)=1,Bp)=(p—1) X%
X (p* 4 1). Los puntos p =1 y p = ¢ son polos simples de la
funcién F (p). Por la férmula (19) tenemos {B’ (p) = 3p* — 2p + 1)

it it
f.(‘)='§'_2_(:'~|'?T)+2"(e:_}__ie —cost—sent].

rieMpLo 1s. Hallar el original f (¢) si F (p) = sen (1/p).
Tenemos

1
sen—: 7+ 5|p,---- '
o sea, F (p) satisface la condmmn del teorema 1. Por eso
i)

f)=1— 3| 2]+5l TR

Para mayor comodidad representaremos todas las transformadas
obtenidas en una tabla.

1) R. H. Mellin {1854—1933), matemdtico finlandés.
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::.;dg: Originai Transformada
1
1 SLAE
! r
o
2 sen ot e
n
3 cnsof -;-_‘—_{_a—‘
pe—f?fb
4 €os o (1 — lp) T
1
[ -zl
’ ) (R
)
6 sh ot s
r
7 chot T
—at f
8 e sen fit R
—at P
g e * cos Bt TR
T (n--1)
10 ¢ —pr
d" F (p)
i1 1 (1) T
1
42 o=t
N FE=Y
2pa
13 + sen ot e
pE—a?
14 t cos ot T
15 ), (M =...=j""3) (0) =D p" F(p)
‘ 1
L J 1 ae = F o)
i}
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Continuacion

mg: Original Traneformada
/() Te
& s J Flarda
D
18 fit—t) e~ Pl F(p)
19 0o (t—A) e-ph 1
p
20 11 Ll PY-Lfss pl
i
28 e+ | 1@ —var pLI PI-Lig ol
a
oo o0
th
22 2l ehr g (e >0) >
k=0 k=1 .

§ 7.3. Aplicaciones
del cdiculo operacional

Supongamos que estd dada la ecuacién diferencial lineal de n-ésimo
orden con coeficientes constantes

a, ™ () + ... 4 ax’ (8) + a.x () = f (t). (1)

Es preciso hallar la solucién de la ecuacién (1) cvande t = (
para las condiciones siguientes

2(0) =x9, 2 (W) =25, ..., D0) =zgr-b, (2)

Supongamos que z (f) es la solucién de (1) que satisface las condi:

ciones iniciales (2). Entonces, al sustituir esta funcién en (1), obte

nemos la identidad. Por lo tanto, la funcién que figura en el primes
reiembro de (1) y la funcién [ {t) tienen una misma L-transformada

L[ a %ﬁ—:p]ub[fm:pl-
k=0
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En virtud del corolario 1 del § 7.2
L[ % p] =Ltz Pl P2 () — ... — pa= (0)— 2070, (0)

Por eso, utilizando la propiedad de lincalidad de la transformada,
oblenemos
dhz
anl [Ls p] 4+ - - +aok (2 P)=LIf: pl;
@n [p"L{z; pl— p* 12y — p iy — ... — pa P —a V4
Faug [P"L (@5 pl— "ty — ... —pay =2 P+
+ .o dag (L pl—a) —Jr'aoblxi pl=L1f; P]-_t
Para abreviar la notacion designemos L lz: pl = z (p), L 1f; pl =
= I (p). Enlonces
z(p)- lapp™ + apyp" 4. A ayp + ag) =
= an [p"txe + pr-2z, 4 ... b "GY]
4 @poq [pP-2g - ") 4+ L 2R 4L
cow 4 oay lpxy 4zl - ayxe + F (p). (3)
Llamaremos a la ecuacién (3) ecuacidn auziliar, ecuacion de la

ransformada o ecuacién operatoria.

Notemos que el coeficiente de x (p) en (3) se obtiene del primer
miembro de {1) mediante la sustitucién formal de las derivadas

h . ; =i
i—: por las potencias de p®. Designemos este coeficiente por

Ry (p) = @np™ + @noyp™ '+ L agp + oa
Es facil ver que este coeficiente es el primer miembro e la ecuacion

caracteristica para la ecuacién diferencial (1) (véase el § 1.16 (2)).
Entonces encontramos la transformada de la solucién en la forma

- Py Yn-y (7)
B =mei R (4)

donde

Pn-nlp) = @20 + 0y (prs + -1';] e s

drag (pPzo + pry & ag) + ..+ ap [Pt lae + PRty AL
i M I S A S

i las condiciones iniciales son nulas, o sea, ry = ... = 2(2-U =
= (, la férmula (4) se escribird

- . ’
== (4%
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Si ahora a partir de la transformada (4) 6 (4°) hallamos el original,
entonces, en virtud del teorema de unicidad, éste serd precisamente
la solucién buscada de z (t}. Y

EJEMPLO 1. Resolver la ecnacién

T+hz =2 azp=a,=0.

Segin la férmula (4") tenemos

- 2
(N =TT

ya que 2 == 2/p. Desarroliemos la transformada en fracciones simples

o A, S S
L4k~ [p e
De aqgui
a:{t):—;—0,,{!)—%00&25:-_}_-%c052t.

Hemos obtenido la solucidn (1— cos 2t)/2 sdlo para 2= 0. Es
facil comprobar que satisface nuestra ecuacion también para t <C 0,
Ademis, ecste hecho se deduce de las consideraciones generales en
las cuales no nos detendremos. Esta observacién se refiere asimismo
a los ejemplos 2, 3, 4.

Se puede utilizar también el teoremn 12 del § 7.2 (4 =2, B =
= p (p* + 4), B’ = 3p* + 4; 0, =21 son ceros simples del polino-
mio B (p)):

&0t £t a=ttt
& (‘}22[ oy T ey T (= ] =
!

1
= [%--{--—-—-_la eau—l——"—ma 8-2“ =?‘?—T os 2t.

[

EJEMPLO 2. y A2 -5y =senx, y(0) =0, ¥y (0) =1.
Planteemos la ccuacidn anxiliar:

1% () — Py (O) =y ()] 215y (1) —y (O)) + 54 () =7 »

- - i
y(p) (g4 2p--5)= ﬁ-{-—l— 1.
De agqui
- 1 1 . pe 42
v )= rner T s T s - PN
El polinomio B (p) = (p* + 1) (p* 4- 2p - 5} tiene los cervos
simples p = =i, p = —1 4 2i. En virtud del teorema 12 del § 7.2,

(A=p+2 B @ =20 +2+5+2(p+ 100 +1)
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tenemas
A (ki) =1, B () =4 Q+i), B (—i)=—4i{2—1i,
A (=1 +2) = —1 —4i; B (—1 4 2i) = —8i (2 + 1),
A{—1 —2) =4i—1, B (—1— 2i) = —8i (2i — 1),

P o el e=ix — (1--4i) e (-1#2) x
YO =gorg T —he=n T =B @D
{4i—1)e~(142)x  genz ons _x[ cosix 9
TmEen -5 T ¢ T o tmen 2““]'

Se puede utilizar asimismo el procedimiento de desarcollar la
transformada en fracciones simples

pr2 wi AP E . Go4D
(P41 (P2 +2p+5)  prL T pR2p45t
Encontramos los nimeros 4, B, C y D con ayuda del método e
coeficientes indeterminados: 4 = —1/10, B =1/5, € =110 y
D =1.
Asi, pues,

P 1 P
P T i S | SN S VS B S
g P [T N 1T S W Ry e v
1 p+1 g 2
T prire T i
En virtud de la tabla de las transformadas tenemos

__4 . P 4
y(.r}——m-cosx+?senx+me oosZz-I—-zTe sen 2x.

Al resolver una ecuacién diferencial es cémodo, a veces, utilizar
la férmula de Duhamel (véase el § 7.2, (15)).

Examinemos Ia ecuacién (1) para las condiciones iniciales nulas:
z(0) = ..,=z"-U (0) =0, Siempre se puede reducir el problema
a este caso sustituyendo Ia funcién buscada con ayuda de la férmula

n-1
th
z(t)=y (O)+ 3 47 = (0).
A=0
Admitamos que se conoce la solucion de la ecuacién (1) cuando
¢l segundo miembro es igual a la unidad y las condiciones iniciales
?o'n nulas. Para e] problema dado la ccuacién operatoria tiene la
orma

L NOEADEES )
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donde z, (p) es la transformada de la solucién z, () del problems
indicado. De las igualdades (4') y (5) encontramos

T(p) = o= gz, (p) F (P) (®)

Conforme a la férmula de Duhamel

t
PF(p) 7 (p) =] (0 2 O+ § f (@) 3i (=7 dr
[

o teniendo en cuenta que x; (0) = 0, obtenemos

Z(p)=pF (p) %, (p) = jftr)xa(z~rJdr.
0

De aqui que la solucién de la ecuacién (1) para las condiciones inicia-
les nulas tendrd la forma

H
z(t) = | 1) 55 (t=) dr, @
o

donde z, (t) es la solucidén de Ia ecuacién (1) cuande f {f) =1 y las
condiciones iniciales son nulas.
EIEMPLO 3.  Resolver la ecuacifn

1 :
x“—x=w, x(0)=x (0)=~“0.

Primero resolvamos el problema de Cauchy para la ecuacion
- ’
¥, —zp =1, x, 0) =z, (0) =0.
Planteomos la ecuacién operatoria:

— = S 1 1
Pz-"i(P]“'xl(P}“"'?-: zy (py= = pnii T

Pec aqui
, () =cht — 1.

Obﬁeruacién Puesto que el segundo miembro de la ecuacid
z; — z, = 1 tiene una forma especial, esta ecuacién puede resolvers:
Lamhmn de un modo habitual (véase el § 1.18).
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Segiin la férmula (7)
‘f-f__e-l'i"!

2(14¢%

et

-

!
a:(t)szj 1’ sh{t—1)dt
4]

I
Sy
|

et fe"‘a't et i diet--1)
7| .

] tet * 14-¢*
t
et 1 el 41 ef { e Tde™ T
=3 (IS e~ T41

t
et et -1 et : et d{e”T+1)
In F_z-(.e*—m__z»i SRl

2 2 e T 41
= et ef |- 1 1 et el et -1 s
G i S i SR B e

=shelndEL 4 L —tef ot —1).

RESOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES.  Exa-
minemos esta cuestion citando un ejemplo concreto.

EJMPLO 4. Supongamos gne es preciso hallar la solucién del
sistema lineal

2r4yta=1, }
z4+3y+2y=0

para las condiciones iniciales y (0) = z (0) = 0.
Designamos por z (p), y (p) las transformadas de las funciones
buscadas. Planteemos las ecuaciones auxiliares:

2p5{p)+p5(p}+5(p)=ipa}
pz(p)+ 3py (p} + 2y (p) = 0.

Ahora bien, para las transformadas hemos obtenide un sistema
lineal de ecuaciones algebraicas. El determinante del sistema

2p+1 p

A=
p 3p+2

Resolviendo el sistema de ecuaciones algebraicas, enconiramos

T P
=T VP sErnTe

-1



§ 7.3. Aplicaciones del cdlculo oparacional 437

Escribamos la transformada y(p) en la forma

—( - i «———._...1:_._*._-—-— 2 0,3
VP = — 5 Gra = = T TR —oa
de donde
y(t) = — 20 sh (0,3) .
Luego
- - 3 i Sp4-7
1 (R = 7 B v

=y 0,3 +__1__ p+0,7 = 0,7
= T (p+0,7*=(0,37 P p0,7)—(0,3)2 (p+0,7)2—(11,3)* *

o sea,
z (t) = 2e-%sh (0,31) + 1 — e-0.7t ch (0,3t) —

— o0 sh (0,31) = 1 — £ eMUsh(0,31) — =%k (0,3¢).

CALCULO DE LAS INTEGRALES.

EJEMPLO 5. Calcular la integral I (z) = i H.__.__i"ffs zl 4e.
]

Hallemos la transformada de esta integral:

LT (z); pl= 5 e ﬂ dosostt yraz—
13 0

[_l__p]_r{r_u?’ d__ _ 4. i@ _ n
el e Tl sl BT limo ™ Tp7 -

Por lo tanto,
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